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De heoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering. 
Lij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 





In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer uitvoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk wit de Theorie te leveren, 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
dwidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
examens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken ‚ waarmede 


zij moeite hebben. 
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(Bij de Leerboeken verwijst het nummer tusschen () naar 
het vraagstuk in dit Tijdschrift.) 
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lets over benaderings-constructies voor regelmatige 
veelhoeken. 


Bij het doorbladeren van „De Vriend der Wiskunde”, vond 
ik in den tweeden jaargang op bl. 205 een benaderings- 
constructie van een willekeurige regelmatige veelhoek volgens 
De Viuue. 

Dit in verband met hetgeen ik in het „Supplement”, VI 
(1894) had geschreven, deed bij mij de vraag ontstaan of 
men langs planimetrischen weg ook nog andere oplossingen 
kan vinden. 

Wanneer wij eerst de oplossing nemen van bl. 207 Jrg. II, 
dan zien wij daar de vergelijking : 

(BR? — De) 3 =ar(4R? —e?)...... (a) 
waarin # de zijde van den vijfhoek en R den straal van den 
omgeschreven cirkel voorstelt; hetwelk tot de volgende alge- 
meene vergelijking leidt: 

(BR? — nx?) 3 =rln — 4) (AR? — 22). 

Nemen wij de constructie van SAKSEN Wermar, dan komen 
wij door de volgende bewerking tôt de algemeene formule van 
CATALAN. 

Deze constructie, fig. 1, is als 
volgt: Plaats den straal MB lood- 
recht op de middellijn AK; ver- 
deel deze laatste in zooveel (%) 
gelijke deelen als de veelhoek zijden 
zal hebben. Maak verder BD en 
AC ieder gelijk aan éen van die 
deelen, en trek de lijn DC, die 
den cirkel in O en E snijdt. Ver- 
volgens maakt men AF gelijk dre- 
f ‚maal AC, wanneer men nu de lijn 
FE trekt, dan zal deze lijn de Rn zijde van den regel- 
matigen luek zijn. Maak FZ loodrecht op DC, dan is: 

FE? = FZ? + ZE? 








2 2 
Verder heeft men: 2FZ42 = FC? = (4 X ze) = Ee) 
2  R2 
kn en Pt 
In? n? „® 


De Vriend der Wiskunde. XN. í 


2 
Nu is ZE = PE — PZ, Om deze waarde te verkrijgen 
hebben wij: 
PE? = ME? — MP? —=R? — „MC En 
1 2R\? An? nt And n.—An—4 
ted ze een, Ed in 2 mn 2 
(R+ n ) 2n? ie 2n° Bij 
dus PE = Ë on Vr — án — 4)2. 
Uit de Rr der driehoeken MPC en FZC volgt: 


MC: FC =PC: Z0 
(MC —FC): (PC — 20) = MC : PC 


Ae EEn 





PZ = EE zals Ee 
22m 
\_ Dus is: ZE —= PE — PZ —= = En Ry 2 


Wint Ole. 


Verder hebben wij: FE? = FZ? + ZE? , dus 
64R? 


EM R? 
kon Ee | n? —An—4—2(n—6)V 1? — And An? en | 2m? 


= = 2m? — 167 aa 96 — 2 (n—6) Vn? — Ed 2 E 
is 48 n—6 
n? 


nn. 





Vn An —4 [rz eg 


zijnde dit de formule van CATALAN. 
(a) De fouten, die deze constructie geven, kan men in het: 
EA VI, blz. 114 vinden. 
Fie. 2 


De constructie van Vieta 
heb ik tot geen doelmatige 
algemeene formule kunnen 
brengen. 

Ik zal hier de oplossingen 
geven, die mij tot den vijf- 
hoek en zevenhoek hebben 
geleid. 
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Zij fig. 2 b.v. de koorde AD de zijde van een regelmatigen 
2n (n een geheel getal) hoek en de koorde DE, die van een 
(2n +2) hoek. Trek door A een middellijn en verleng DE tot 
zij het verlengde van deze middellijn in F' snijdt. Deel nu de 
lijn AF in G middendoor en trek de lijn GD, die den cirkel 
in H snijdt, dan zal DH de zijde zijn van den ingeschreven 
(2n4-1) hoek. Eindelijk is de lijn EO loodrecht op AP getrokken, 

Voor den vijfhoek is nu n—?2, dus AD = de zijde van 
den ingeschreven vierhoek = 4, —= Ry/2 en DE — de zijde 
van den ingeschreven zeshoek —= Z, — R, dan moet DH de 
zijde van den ingeschreven (2n +1) hoek, dus de vijfhoek zijn. 

Nu is FDM — 60°, dus FD — 2 DM —=2R, derhalve FE 
ook gelijk R en FM —= Ry’ 3; waardoor FA=Rv3—R= 


R8—1) en dus FG = AG R(3— 1. 
Nu heeft men: GD? —= GM? + DM?; 
CM =AMHAG=RHGR3—I 
ERA VBI RB), 


dus GD? =, KR: 41213) JR? =jR (8 +213), 


of | GDR (84208). 
Verder is: GD xGH=GPxAG, 
GP X AG 
of GE SD 


CPAP HAG= RH GRI 
E 
ZRH VB DRE HD), aad 


ERG) XERWS— 1) 
dus GH = 





ï DR RES = 56 EY 3823) 


HD = GD — GH = ERVE E50 B =21/3) 
—1.1812 R. le 
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Dewijl de zijde van den vijfhoek = SRy0-25 is, ZOO 


wordt onze fout — +- 0,0057 R. 

Voor den zevenhoek. 

*) Stel dat nu in de geteekende figuur de hoek DMA. — 60° 
is, dan is 2n—6 zijnde, AD — Z, de zijde van den inge- 
schreven zeshoek, en dat DE —= Zo 2 dus de zijde van den in- 


geschreven achthoek — Z, is. Volgens het bovenstaande moet nu 
(zie de vorige figuur) DH — Zo, sd de zijde van den zeven- 


hoek zijn. Wanneer wij nu uit E de lijn EO loodrecht op 
AP laten vallen, dan zullen wij zien, dat EO de halve zijde 
van den twaalfhoek — Z,, is, terwijl wij door Z, de zijde 
van den ingeschreven vierhoek voorstellen. 


Nu is ED —= Dan +2 ig == V2R? —Rrv4R? —Z,2 
=RV2 2. 





Oo Oo 
Bg. AE —= Bg AD — Bg. noe — ie 
1 1 burelen An in 
== (En) 80 zn 15°, waardoor EO — > Z;, wordt 4) 


Zin =V2R2 —R VART Ze? = Rpv(2—v3). Verder 
weten wij, als men uit D een loodlijn op AM laat vallen, dat 
DIG zE L/8 moet zijn. Nemen wij nu de gelijkvormige drie- 


hoeken DFK en EFO, dan is 
DK: OE = DF: EF, 


of: (DK — OE) : (DF — EF) — DK : DF, 
DE 
en Ae 
Rvz= 1 
assor Dek ed AE NN 
er DIO Kad en 


*) De lezer zal het beste doen, om uit de gegevens zelf 
een figuur samen te stellen. 

1) Het moeielijke van deze oplossing is en blijft om altijd 
de waarde der zijde van den regelmatigen 1 (n +1) hoek te 
bepalen. 
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2 
Verder is FK? == DF? — DK? —=1,1916 R? — ( R 3) 
= 11916 R2 — 0,75 R? = 0,4416 R2, 





dus FK =0,4416R? = 0,66453 R. 
AF —=FK — AK — 0,66453R — 0,5R = 0,16453R, 
dus AG == 0,08226R. 


Nuis: GK = AG + AK — 0.08226 R + 0,5 R == 0,58226 R, 
2 
en GD? — GK? 4 DK? = (058226 RP + (jRV3) = 


— 0,33903 R2 + 0.75 R? = 1,03903 R?, 
dus : GD = 1,0435 R, 
Verder heeft men: AG X PG —= GD X GH, 
AG XPG 0,08226 RX 208226 R_ _ 
en dus GH —= Gb RI —0,16226R 
DH =Z, = GD — GH —= 1,0435 R — 0,16226 R — 0,88124 R, 


hetwelk een fout geeft van + 0,01348 R of ruim R. 


do, Dr. ». J. M. 





IDENTITEITEN. 
1. Bewijs, dat men heeft: 
(a? +52) (c2 Hd?) —=(ac—bd)? + (bead). 
(LÉONARD VAN Prsa.) 
2. Bewijs, dat men heeft: 
(artbaherd?) (a? bite Hd?) = 
== (aa, +bb, Hees Hdd)? 
JH (ab, —ba,—ed de)? 
J- (ac, —ea J-bd,—db 4)? 
J (ad,—daj—be, Heb). 
(Eurer.) 


3. Bewijs, dat men heeft : 
(14-ad-bd-a?Jabt-b°)? = 
== (LH0)? (HDE + (FD)? (Hb) + 
H- (1H-at-b—ab)?. 
CATALAN.) 
4, Men heeft ook: 
(1d-ad-bd-a? Jabtb)? = 
= AP (abel)? DP (ab)? (abt) (atb-tab)?. 


(NEUBERG.) 


Iets over den drie- en den vierhoek 
DOOR 
Dr. JOSEPH GILLET, 
Professeur à, VKcole Abbatiale de Maredsous. 


Wij stellen ons voor in dit opstel aan te toonen, welk ge- 
bruik men in de vlakke meetkunde zou kunnen maken van de 
symmetrie met. betrekking tot een punt, en zullen den in- 
geschreven vierhoek tot voorbeeld nemen. 

In een voorafgaand lemma zullen wij de beginselen der 
symmetrie met betrekking tot een punt in herinnering bren- 
gen, en de oplossingen der vraagstukken onder no. 1041 en 
1042 op blz. 189 in „De Vriend der Wiskunde’ IX, 1894, 
inlasschen. - 


S 1. Lemma. Jn twee symmetrische figuren met betreling 

tot een punt (middelpunt) : 

1°. zijn twee homologe rechten parallel; 

20, is eene rechte, gaande door het middelpunt’ van sym- 
metrie, haar eigen homologe lijn ; 

83°, heeft een segment eener rechte tot homoloog een gelijk 
segment ; 

49, twee homologe cirkelomtrekken zijn gelijk , hunne mid- 
delpunten zijn homologe punten, en hunne chordaal 
gaat door het middelpunt van symmetrie. 

50, Als een cirkelomtrek gaat door het middelpunt van 
symmetrie, raakt hij in dit punt aan zijn homologen 
cirkelomtrek. 

6°. Milke cirkel, die het middelpunt van symmetrie tot 
middelpunt heeft, is zijn eigen homologe cirkel. 

7°, Het middelpunt van symmetrie bezit dezelfde eigenschap- 
pen in de twee figuren. 


S 2, Beschouwen we den A ABC (fig. 1) beschreven in 
den cirkel O met R tot straal; zij H zijn hoogtepunt (snij- 
punt der hoogtelijnen), en nemen we de symmetrische figuur 
met betrekking tot het punt w , midden op OH gelegen. 

De A ABC’, symmetrisch met A ABC ten opzichte van w, 
zal ingeschreven zijn in den cirkelomtrek met R tot straal uit H 





als middelpunt beschreven, en zal O tot hoogtepunt hebben. 
Daarenboven zal de cirkel van Euver (negenpuntscirkel) van 
den A ABC, welke w tot middelpunt heeft, zijn eigen homo- 
loge zijn in A A'B'C'; hij is dus ook de cirkel van Eurer in 
dezen tweeden driehoek. Eindelijk , door op te merken dat 
HC = OC! bijvoorbeeld, besluit men er uit dat C’ het sym- 
metrische punt is van O met betrekking tot de zijde AB; de 
cirkelomtrek C'AB heeft dus R tot straal, en gaat bijgevolg 
door H. Dus, 

Als men om elke zijde van een driehoek den omgeschreven 
cirkelomtrek laat wentelen, telkens , totdat hij weer in het 
vlak van den A komt, 

1°. vormen de drie neergeslagen punten A', B’, C' van het 

middelpunt O een driehoek symmetrisch met A ABC. 

29, Het middelpunt van den omgeschreven cirkel van een der 

AA ABC, ABC is het hoogtepunt van den anderen. 

3% De neergeslagen cirkelomtrekken met A’, B’, C' tot mid= 

delpunten gaan door H , hoogtepunt van A ABC, 

49, De AAABC, ABC hebben denzelfden cirkel van EuLeEr. 
9, De rechten AA, BB', CC' snijden elkaar in een zelfde 

punt , middelpunt van laatstgenoemden cirkel. 


les 





S 3. Zij nu (fig. 2) de vierhoek A,A,A,A, ingeschreven 
in den cirkel A, met R tot straal; (A‚A,, A,A,), (A,A3, A,A;), 
(A,As, AA) de drie paren overstaande zijden. Noemen we 
O,, Os, Os ,...O, de symmetrische punten van het middel- 
punt A met betrekking tot de zes zijden A,A,, A,A,,...A,A,; 
men ziet onmiddellijk volgens 8 2 dat: 

1°. de figuren (0,0,0,0,), (0,0,0,0,), (0,0,0,0,), 

waarvan de hoekpunten zijn de symmetrische punten 
van A met betrekking tot twee paren overstaande zij- 
den , parallelogrammen zijn ; 

29, deze drie parallelogrammen hetzelfde middelpunt M 

hebben. 


S 4. Nemen we M (fig. 2) voor middelpunt van symmetrie, 
en zijn H‚ H‚,‚, H,, H.,, H, de homologe punten van A, 
A, A5, A5, A, Zij vierhoek A,A,A,A, beschreven in 
den cirkel A, dan zal de vierhoek H‚H,H,H, beschreven zijn 
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in een gelijken cirkel, waarvan het middelpunt H het homo- 
loge is van A. 

De symmetrische punten van H en van A met Bettekkihe 
tot twee homologe zijden, als A,A, en H,H, moeten sym- 
metrische punten zijn met Be heolins tot M; isteean bewijst dat 

3°, De symmetrische punten van H met betrekking tot de. 

zijden van den vierhoek H‚H,H.H, zijn, in een an- 
dere volgorde, de symmetrische punten van A met be- 
trekking tot de zijden van den vierhoek A,A,A,A,. 


8 5. Beschouwen we bijvoorbeeld het punt O, (fig. 2) sym- 
metrisch met A ten opzichte van A,A, en symmetrisch met 
H ten opzichte van H,H, ; de cirkelomtrek uit O, als mid- 
delpunt met den straal R beschreven, zal door de punten 
A,‚A,H,H, gaan. Eveneens gaat de cirkelomtrek uit O, als 
middelpunt met denzelfden straal beschreven door de punten 
A,A;H,H,. Het punt H,- is dus het hoogtepunt van ‘den 
AA,A,A; ($ 2, 3°) en het punt A, is het hoogtepunt van 
den A H‚H,H,; waaruit men besluit dat : 

49, De vierhoek H‚H,H,H, heeft tot hoekpunten de hoogten 
| punten der vier partieele driehoeken *) van A,A, A, A; 

en omgekeerd de hoekpunten van den vierhoek A,A, A, A, 
zijn de hoogtepunten der partieele driehoeken van 
RER AIT, : 

Twee vierhoeken als A,A,A,A,, H‚H,H.H,, waarin de 
hoekpunten van den eenen de hoogtepunten van den anderen 
zijn, zouden onderlinge hoogtepuntsvierhoeken (quadrangles 
orthocentriques entre eux) kunnen genoemd worden. 


S 6, Nemen we een willekeurig punt P op den ln | 
trek A (fig. 3), en zij Q zijn homologe punt op den cirkel- 
omtrek H; de loodrechte projecties (projections orthogonales) 
van P en van Q op twee homologe rechten zullen homologe pun- 
ten der twee figuren zijn, dat is te zeggen symmetrische punten 
met betrekking tot M. Er volgt uit, dat de rechten van Simson 


*) Wij noemen partieele driehoeken van een vierhoek (triangles 
partiels d'un quadrangle) de vier driehoeken, die men ver- 
krijgt door zijne hoekpunten drie aan drie te verbinden. 
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Fig. 5e 





van P en van Q met betrekking tot twee homologe driehoeken 
A,A,A,, H‚H,H, homologe rechten zijn en bijgevolg onder- 
ling parallel ($ 1, 1°). In het bijzonder, als P komt in A, , 
zal Q in H, komen en de twee rechten van Simson vallen 
noodzakelijk samen, dewijl ze beide (volgens eene bekende 
stelling) door het midden M van A‚H, moeten gaan. Dus, 
59, Twee homologe hoekpunten als A,, H, hebben dezelfde 
rechte van Simson S, met betrekking tot de twee 
partieele drichoeken A,AzA,, H,H,H, homoloog 
in de twee figuren. 
6°, Devier rechten van Simson A, (A,A,A,), A, (A; A, A;), 
A, (A,A,A,), A, (A, A, A) van een ingeschreven 
vierhoek A,A, A, A, gaan door een zelfde punt M. 


S 7. Als men door het punt M‚ midden op A,A, (fig. 3) 
eene loodlijn neerlaat op A;A,, zal deze loodlijn parallel zijn 
aan A,H, en aan A,H,: zij gaat dus door het punt M,‚ mid- 
delpunt van het parallelogram A‚H.,A,H,. Evenzoo gaan de 
rechten , loodrecht door de middens M‚M,...M, der andere 
zijden van den vierhoek op de overstaande zijden getrokken , 
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door M. Daarenboven is M, zijnde het snijpunt der loodlijnen 
MM,, MM,, bijvoorbeeld, het hoogtepunt van den driehoek 
gevormd door de middens M,‚, M, en het snijpunt I, der 
zijden A,A,„, A3A,. Dus, 
zo, Als men wit de middens M,, M,... M, der zijden van 
een vierhoek A,‚A,A,A, boodlijnen neerlaat op de over- 
staande zijden , snijden de zes aldus verkregen rechten 
elkaar in een zelfde punt M, 

8e, Dit punt M is het gemeenschappeljke hoogtepunt der 
drie driehoeken, die de middens van twee overstaande 
zijden en het snijpunt dezer twee zijden tot hoekpunten 
hebben. 

9°, Het punt M, zijnde zijn eigen homologe punt in de 

twee figuren, vervult in H‚H,H,H, dezelfde rol als 
in A,A,A,A,. 

S 8. Men weet, dat in elken driehoek de straal van den 
cirkel van Euvrer gelijk is aan de helft van den straal van 
den omgeschreven cirkel, waaruit volgt, dat : 

10°, De cirkels van Eurer der acht partieele drichoeken 


Fig. 4. 
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van twee ingeschreven hoogtevierhoeken (quadrilatères 
orthocentrigues) zijn onderling gelijk. 

Zij C,, het midden van AH, (fig. 4), het middelpunt van 
den cirkel van Eurer van den driehoek A AA; 5 zijn sym- 
metrisch punt D, zal dan het middelpunt zijn van den cirkel 
van Eurer van den driehoek H‚H,H,, en men zal hebben 

GD, SAAS R 
waaruit OMS zE. 


De cirkel C, gaat dus door M, en daar zulks voor al de 
cirkels C,,C,,O., Di, D,y.D., D, is, ziet men dat: 
11°. In elken ingeschreven vierhoek A,A, A, A, zijn de cir= 
kels van Eurer der vier partieele driehoeken onder- 
ling gelijk en gaan alle door een zelfde punt M. 

129. De middelpunten van deze cirkels behooren tot een ge- 
lijken cirkelomtrek met M tot middelpunt. Met andere 
woorden, de vierhoek C,C,C,C, is een koordenvierhoek 
en zijne zijden, parallel aan die van HHD Hin 
zijn er respectievelijk de helft van. 

13°. Als men de ingeschreven hoogtevierhoeken Ar AA AE 
H H,H,H, beschouwt, zijn de cirkels van Euver der 
acht partieele driehoeken onderling gelijk en gaan 
alle door M,‚ waar zij elkaar twee aan twee raken 
(S 1, 59); de acht middelpunten behooren tot een ge- 
lijken cirkelomtrek , hebbende M tot meddelpunt. 


Opmerking. Eenige der hierboven genoemde eigenschappen 
bestaan voor een willekeurigen vierhoek ; maar dezelfde manier 
van bewijzen schijnt ons niet toepasselijk. 


Vraagstukken. 


1. Men beschouwt een ingeschreven vierhoek en zijn hoogte- 
puntsvierhoek (quadrangle orthocentrique). Bewijs, dat de 
voetpunten der hoogtelijnen in de acht partieele drie- 
hoeken acht bij acht. op drie concentrische cirkelomtrekken 
zijn gelegen. 

2. In een willekeurigen vierhoek snijden de cirkels van Eurer 
der vier partieele driehoeken elkaar in één punt. 
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EXAMENVRAGEN. WISKUNDE, 
Toelating fe Studiejaar Cursus Se Regt. Inf, 1894. 


(Nieuwe wet.) 


Rekenkunde. 
1. Hoeveel is: 


1 
10,6 + 17,83 — (94 — 4,875) x 5,9 
TE & __(8/, uur.) 
daal 
BWUSBS 178 


40 
liet — ar: (06 + im 

IL. Thans is een vader 4 maal zoo oud als zijn zoon, maar 
over 4 jaren slechts 3 maal. Beredeneer, hoe oud elk in het 
laatste geval is. (*/, uur.) 

HI. Van een bak is de inhoud 24 kubieke halve meters 
meer dan halve kubieke meters. Van een anderen bak is de 
inhoud juist de omgekeerde waarde van die des eersten. Hoe- 
veel kubieke kwart meters is de kleinste bak? (*/, uur.) 

IV. Teller en noemer van een onverkleinbare breuk zijn 
onderling ondeelbaar. Bewijs deze stelling , alsmede haar om- 
gekeerde. (*!/, uur.) 

V. Met moet een getal vermenigvuldigen met 0,819. Men 
bemerkt niet, dat de 8 doorgestreept is en krijgt daardoor 
0,0675 te veel. Wat was het vermenigvuldigtal? (!/, uur.) 


Stelkunde, 
eeen tntob 
zatb _ stb AT 4402 307403 
RER noted a rbe agatrh erneer (1 vuur) 
IL, Herleid: 
bc)? 26 ab 
B |: i (Ea) (a) | (£/; uur.) 


HI. Voor elks A van wv is onderstaande vorm nul? 


4 1 (1 vit | 
2[5- ls ols) 


Beredeneeren zonder den vorm eerst te herleiden. (*/, uur.) 
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IV. Herleid: bas +843 H- 6zy (w + 24) | : (w +29) 
att Gayle — 2) 
RED he ° ( ha uur.) 


V. Ontbind in factoren —J- Der + 6300 en 56x*. 
(a is rekenkundig geheel). 

Schrijf a* — 15a? 4? + 944 als het verschil van twee kwa- 
draten en ontbind daarna in factoren. ('/, uur.) 


Meetkunde. 


IL. Construeer een driehoek als gegeven zijn de grondlijn, 
het verschil der opstaande zijden en een basishoek. (Twee 
gevallen.) (°/, uur.) 

IL. Bewijs, dat in een driehoek de voetpunten van de 
hoogtelijnen op 2 der zijden en het midden der 3e zijde de 
hoekpunten vormen van een geliĳjkbeenigen driehoek. (!/, uur.) 

HIL. De som der zwaartelijnen in een driehoek is kleiner 
dan de omtrek en grooter dan de halve omtrek des driehoeks. 
Bewijs. (!/, uur.) 

IV. De hoogtelijnen in een driehoek snijden elkaar in één 
punt, Bewijs dit en neem een stomphoekigen driehoek tot 
voorbeeld. (?/, uur.) 


verminderd met 


Toelating 2e Studiejaar Cursus Se Regt. Inf. 1894. 


(Nieuwe wet.) 


Rekenkunde. 
1. Herleid : 
(0,529 — 0,589 J- 0,06041)? : (0,901 : 90100) 
____« P496793088X1 7744: 4 
(Alle bewerkingen op het papier, dat ingeleverd wordt.) (2/, uur.) 
IL. Bepaal op 2 manieren het kleinste gemeene veelvoud 
van 124, 62, 275 en 716. (De getallen staan in het 8-tallig 
stelsel en de bewerking moet in dat talstelsel geschieden.) 
Denk aan het vermelden van de eigenschappen! (°/, uur.) 
III. In eene vesting bevindt zich een garnizoen, dat voor 
40 dagen proviand heeft, als elk man 1,5 KG. per dag krijgt. 
Ontvangt ieder slechts 1 KG, en waren er 2000 man minder, 
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dan was de vesting voor 100 dagen voorzien. Hoe groot is 
het garnizoen ? 

(Oplossen met behulp van de theorie der evenredige afhan- 
kelijkheid. Stamevenredigheid afleiden!) ('/, uur.) 

V. Ter keuze A of B. (Slechts ééne oplossing wordt 
beoordeeld.) 

A. Iemand koopt en verkoopt 2 partijen koren. De le 

partij heeft hij gekocht voor f 8 en verkocht voor f 10; de 
2e gekocht voor f 9 en verkocht voor f 7,50 den HL. In- 
dien hij in ’t geheel f 50 verloren heeft en de inkoop f 4300 
is, vraagt men rekenkundig te beredeneeren, hoe groot elke 
partij is. 
_ B. Iemand koopt 2 partijen buckskin, grijs tegen f 4 en 
bruin tegen f 3,50 den M. Hij betaalt het grijze, dat hem 
in ’t geheel f 180 meer kost dan het bruine, met rijksdaal- 
ders en het bruine met guldens en geeft zoodoende 660 geld- 
stukken. Hoe groot was elke partij ? (Rekenkundig berede- 
neeren.) (%/, uur.) 


Stelkunde, 
1. Herleid: 
B | za ip(5 a $2 la) Ú | 232 (27 ) 








(31, uur.) 
II. ‘Welke (complexe) wortels worden er ingevoerd, als 
men de leden der vergelijking x —1 =?7 tot de derde macht 
verheft? (%/, uur.) | j 
III, Bewijs, dat de vergelijkingen axt-by =cen bx—ay=d 
noch afhankelijk, noch strijdig zijn. De letters a, hb, c en d 
zijn bekende (reëele) getallen. (*/, uur.) 


„IV. Een stuk laken krimpt à in de lengte en z in de 


breedte. Daardoor wordt de oppervlakte 5 M? kleiner en 


de omtrek 4,25 M, kleiner. 
Hoe lang was het stuk vóór het krimpen? (%, uur.) 
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Meetkunde. 


1. Construeer een driehoek, waarvan 2 hoeken gegeven zijn 
en die gelijk is aan een gegeven vijfhoek. (?/, uur.) 

IL. Van een driehoek zijn de zijden 13, 20 en 21 eM. 
Men vraagt te berekenen : 

1°. den inhoud: 

2°, de kleinste hoogtelijn ; 

83°. de bissectrix van den kleinsten hoek; 

49, de grootste meridiaan en 

59% de grootste projectie (van een zijde op een andere). 
(*/; uur). 

II, Een cirkel te beschrijven, die door een gegeven punt 
gaat en een gegeven rechte raakt, terwijl de raaklijn, die uit 
een ander gegeven punt aan den cirkel kan getrokken wor- 
den, eene gegevene lengte heeft. (?/, uur.) 

IV. Twee geliĳjkhoekige trapeziums zijn geliĳkvormlg, als 
ze de evenwijdige zijden evenredig hebben. (%/, uur.) 


Toelating Hoofdeursus, 1894, 
(Oude wet.) 
Rekenkunde, (12 Juli 1894.) 
le Vraag, van 8—8%/, uur voorm, 


Een grondeigenaar kocht voor de som van f 33000, — 195 HA. 

8 
land , waarvan B bouwland en de rest weiland; hij betaalde 
per H.A. 5 maal zooveel voor weiland als voor bouwland. 


Later kocht- hij onder dezelfde voorwaarden 103 H.A. bouw- 


en weiland voor f 18750. Welk gedeelte van den laatsten 
koop was bouwland ? 
2e Vraag, van 8%/,—9!/, uur voorm. 
Van de getallen 20086 en 18250, geschreven in het negen- 
tallig stelsel, vraagt men den LE gemeenen deeler te 
_ bepalen : 





f 
3 
“ 
f 
( 
/ 
io 
ef 
} 
/ 
Íj 
v” 


ni is 


EN 


edt 
A 


ed Rs pe EE, e Se 
a SN oe kos a sr Sed Leaf 
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1°. door ontbinding in factoren , 

2°, door deeling. 

Beide bewerkingen, in het negentallig stelsel uit te voeren, 
moeten in haar geheel worden ingeleverd. 

3e Vraag, van 9!/,—10!/, uur voorm, 

A, B en C zullen samen een werk afmaken. Hunne krachten 
verhouden zich als 4, 5 en 7, A verzuimt 9 en B 6 dagen. 
Hoeveel moet nu ieder ontvangen van de f 163,50, die aan 


dat werk verdiend is, als men nog weet, dat C 25 maal 


zooveel verricht heeft als A ? 
4e Vraag, van 10!/,—11 uur voorm. 

Hen vierkant vloerkleed, dat 5,4 M, lang is, wordt gekocht 
voor f 132,84. De overal even breede rand van dat kleed 
_kost per M? #5 en het binnenste f 4 per M?. Hoe breed 
is de rand? 
| Stelkunst. (13 Juli 1894.) 

le Vraag, van 8—8%/, uur voorm, 
Verdrijf de wortelteekens uit de noemers der breuken : 


ere ee SA nd 
“Bve OBD) Fr BF) 


Ce EE) 
2e Vraag, van 83/,—9!/, uur voorm. 
Van de vergelijking pr? + (p—15)r —5—=0, met « als 
onbekende, verhouden de wortels zich als (1’2—2): (22). 
Men lapt p te bepalen door toepassing van de eigenschap- 
pen der wortels van eene vierkantsvergelijking ? 
3e Vraag, van 9!/,—10!/, uur voorm. 
Herleid met gebroken en eaten exponenten tot de een= 
voudigste gedaante : 


2 bien Ee) eN 1 
ES __ ab? (» Ede 25 EO a Ee 13 
\ ee) 24 ‚H ( 5) ’ 


w) 
(ara! do 640? ): ( Barry 000 sgd ar 


en breng daarna de uitkomsten in breuken en wortelvormen over, * 
De Vriend der Wiskunde. X. 2 
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4e Vraag, van 10!/,—11 uur voorm. 

Twee velocipedisten A en B houden een wedstrijd op eene 
cirkelvormige baan van 400 M. in omtrek, die zij 15 keeren 
moeten doorloopen. Nadat zij 4 minuten en 10 seconden, 
ieder met standvastige snelheid, gereden hadden, was A juist 
een vollen omloop bij B ten achter, Toen vermeerderde A zijne 


“snelheid met 15 M. per seconde, terwijl B zijne vaart met 


7 M. per seconde moest vertragen, tengevolge waarvan deze het 


met 75 M. tegen A. verloor. Men vraagt de snelheden te be- 
rekenen , waarmede zij begonnen waren ? 


Meetkunst. (14 Juli 1894.) 


le Vraag, van 8—8%/, uur voorm. 

Construeer een driehoek, wanneer gegeven zijn: eene zijde 
en de stralen van den in- en omgeschreven cirkel. 

2e Vraag, van 83/,—9!/, uur voorm. 

Men vraagt den inhoud te berekenen van het kleinste cir- 
kelsegment, dat van een cirkel met een gegeven straal —= R 
wordt afgesneden door eene koorde, die een boog van 108° 
onderspant. 

3e Vraag, van 9!/,—10!/, uur voorm. 

In een geliĳjkbeenigen rechthoekigen driehoek is een cirkel 
beschreven , waarvan de straal (1”2 — 1) M. lang is. Bereken 
de zijde van den regelmatigen tienhoek , die evenveel inhoud 
heeft als de gegeven driehoek. 

4e Vraag, van 10!/,—11!/, uur voorm. 

Uit een gegeven punt buiten een gegeven hoek eene lijn te 
trekken, die van den hoek een driehoek afsnijdt, waarvan de 
inhoud gelijk is aan het product der lijnen p en q, als 


p = Gal 145) en g = Vv (34? —2b?) en a en b in 


deze waarden gegeven lijnen voorstellen ? 
Ter bekorting van de oplossing is het voldoende voor de 
constructie van de lijnen p en q alleen de methode aan te geven. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1061—1080. 


1061. Een A ABC te construeeren, als gegeven zijn : de zijde 
BC =a, de mediaan BE —= m, en L DAC =/ (m ,b) 


== de hoek tusschen de mediaan AD ende zijde AC. 
(Perersen, Meth. & Theor. 129.) (J. Versuuys, Meth. 
opl., Mtk, vrgst. bl. 50, 13). H. SrprsMa, 


Oplossing. 


(Onder de hulpmiddelen om eene gevraagde figuur uit ge- 
gevens te construeeren , bekleeden de gelijkvormige figuren en 
de meetkundige leasen eene voorname plaats. PeETERSEN 
geeft daarvan fraaie voorbeelden. Neemt men op de zijden AB 
en AC van A ABC van A af 2 punten D en E‚ zoodat 

AD:AB=Z=AE:AC =m:n, 


dan zegt hij, dat die lijnen met = zijn vermenigvuldigd, ten 


aanzien van het punt A, dat gelijkvormigheidspunt heet. Nam 
men onder dezelfde voorwaarden de punten op de verlengden 


der zijden, dan waren deze met — = vermenigvuldigd. Zoo 


kunnen ook cirkels vermenigvuldigd worden. Dit tot recht 
verstand der gebruikte spreekwijzen.) 
Laat A ABC de gevraagde \ zijn, dan zijn bekend: BC, 


BE en / DAC. Van A ADC is dus de basis bekend =3 BO, 


en de meetkundige plaats der toppen, zoodat die meetkundige 
plaats te vinden is, door op CD als koorde een cirkelsegment 
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te construeeren; dat den gegeven / DAC bevat. Verlengen 
we CD, zoodat DB == CD wordt, dan moet E nog gevonden 
worden uit de 2 voorwaarden : 

1°, het moet op den cirkel liggen, uit B als middelp. en 
met BE tot straal, en is tevens het midden eener koorde, uit 
C getrokken. Vermenigvuldig dus den cirkel om A ADC ten 


1 : 
aanzien van C met 5 dan liggen daarop de middens van alle 


koorden uit C; 

2°. het punt moet ook op den pas genoemden boog uit B lig- 
gen; waar die 2 elkaar dus aan den kant. van DC, waar A 
ligt, snijden, is het gevraagde punt. 

De constructie levert nu geen moeite meer op. 

De lezer ga na, of beide snijpunten ook „boven” BC kunnen 
liggen, enz. Het geheele onderzoek eischt hulp der trigonometrie, 
waarom we het niet zullen voortzetten. H. SrersMma. 


Tweede oplossing. 


Van A ABC is gegeven: de zijde 
BC == 4, de mediaan BE = mj, en 
La DAGEN (m ,5). 

DA == mediaan, die niet gegeven is. 

Zij de driehoek geconstrueerd en daarin 


de medianen BE en AD getrokken. 
Trekken we dan EF // AD, dan is / FEC — / DAC (den 


gegeven hoek). Verder is CE —= z AC, dus FC = ; DC = 


7 BC, Dit geeft ons aanleiding tot de volgende constructie : 
Zet de gegeven zijde BC uit. Verdeel BC in twee deelen 
BF en FC, zoo dat FC — [BC is, Beschrijf op FC als koorde 


een cirkelsegment, dat den gegeven hoek DAC (FEC) bevat. 
Het punt E ligt dan in den omtrek van dat segment. Maar 
het punt E ligt ook in den omtrek van het segment, dat men 
bekomt door uit B met de gegeven mediaan BE als straal een 
cirkel te beschrijven. Waar de twee beschreven cirkelomtrekken 
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elkaar snijden (hier in E) moet dus E liggen. Verbindt men 
nu C met E,‚ verlengen we CE met een stuk EA —= CE, en 
verbinden we daarna A met B, dan is A ABC de gevraagde. 

Deze A bezit toch de 2 gegevens: de zijde BC en de mediaan 
BE. Trekken we AD // EF, dan is DAC = / FEC = 


den gegeven hoek, Omdat Clie AC, is Or =; CD, dus 


CD =Â BC, en derh. AD een mediaan, A ABC is dus de 


gevraagde A. 
Deze constructie is natuurlijk alleen mogelijk, als de gegevens 
zoo zijn, dat de A kan geconstrueerd worden. 


V. Do, War en VERBORGH. 


Opmerking. Naar aanleiding van de laatste twee regels 
der oplossing der heeren V. p. W. & V. willen we er op wijzen, 
dat bij constructies de gegevens ondersteld worden ontleend te 
zijn aan eene figuur. Men heeft dan in een A ABC de 
medianen AD en BE eerst getrokken, daarna eene lijn = BE, 
een / == Z_ DAC en eene lijn —= BC als gegevens genomen 
om er den A ABC uit terug te construeeren. 


1062, Een A ABC te construeeren, als gegeven zijn : de zijde 
AC =b, de mediaan BE == m, en £ (mo „4) = MAD 


— de hoek tusschen de mediaan AD en de zijde BC. 
(Perersen, Meth. & Theor. 130.) J. VersLuys, Meth. 
Opl. Mtk. vrgst. bl. 50, 13.) H. SreRsMA. 


Oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde A, en daarin de medianen BE 
en AD getrokken, dan is van A ADC bekend: AC, / ADC 
en tevens, dat D het midden is van de zijde CB. 

De meetkundige plaats van D is een cirkelboog met AC — b 
tot koorde en die een aantal graden bevat = 2 Xx het sup- 
plement van den gegeven hoek. Al naar die hoek scherp of 
stomp is, moet dus boog AGC buiten den A ABC of boog 
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ADC aan den kant 
van AC, waar B 
ligt, genomen wor- 
den. Ten einde 
nu het punt B in 
ligging te vinden 
merken we op, dat 
het op een cirkel 
moet liggen met 
E als middelpunt 
en mm, tot straal, 


en tevens zooda- 

nig, dat de rechte 

BC door den ge- 

getrokken cirkel 

gehalveerd wordt. 

De meetkundige plaats daarvan krijgen we door den cirkel 

met 2 te vermenigvuldigen, daarbij C als gelijkvormigheids- 

punt nemende (m.a. w. door uit het andere uiteinde der middel- 

lijn uit C met die middellijn als straal een cirkel te beschrij- 

ven). Het snijpunt dier meetkundige plaats is het gezochte 

punt. De driehoek is nu nog te voltooien, door AB en BC 
te trekken. 


Opmerking. Gewoonlijk verstaat men onder den hoek tus- 
schen 2 lijnen de kleinste der 2 hoeken; is nu niet bepaald 
gegeven, of de stompe of scherpe hoek naar de zijde van 5 
gekeerd is, dan weet men niet, of boog ADC of boog AD'C 
buiten A ABC gonomen moet worden, en zullen er in het 
algemeen 2 driehoeken voldoen. H. Srersma. 

Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde A, AC =b 
de gegeven zijde, BE —= my de gegeven 
mediaan en / ADC —=/ (me 72) de ge- 
geven hoek. 


Uit Z het snijpunt der medianen AD 
en BE trekken we eene lijn ZF // BC, 
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naar AC, dan is BP — ; CE — 
í 1 9 
en AF = AE EF = 5 bits b =zb. 


ZE —Â BE = : my en Z AZF — Z ADC — de gegeven hoek. 
A AZF is dus te construeeren. 


1 : 
We nemen eene lijn AE —= 5 b en verlengen die met eene 


lijn EF —= eb, dan is AF = zb Op AF als koorde beschrij- 
ven we een cirkelsegment, dat den gegeven /_ ADC bevat en 
beschrijven uit E met : my als straal een cirkelboogje, dat 


den boog van het pasgenoemde cirkelsegment in Z snijdt. 

We trekken AZ, ZF en ZE. Vervolgens verlengen we AF 
met een stuk FC = zb, dan is AC =b. Uit C trekken we 
eene lijn // ZF, die het verlengde van EZ in B snijdt en 
trekken eindelijk BA, 

A ABC is dan de gevraagde. 

Immers: AC =b en AE = EC, dus BE mediaan. 

EF: EC = EZ: EB of 


1:3 == EZ: EB, dus BB =3EZ= 3x jm = mj; 
EB is dus gelijk aan mo. 


Trekken we door A en Z de lijn AD, dan is 
ADC =/ AZF =de gegeven hoek. 

AC:AF =CD:ZF of 3:2=CD:ZFE, dus CD = 15 ZE. 
EF: BC == ZF: BC of 1:3=ZF:BC, dus BC == 3ZF, 
dus BC =2xCD, zoodat D het midden is van BC en AD, 

een mediaan van A ABC. 
A ABC voldoet derh. aan de vraag. 
v. D. War & VerBoreH, 


1063, Door een gegeven punt een rechte te trekken, zóó dat 
het stuk van deze rechte, dat tusschen twee gegeven 
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cirkels gelegen is, door het gegeven punt middendoor 
gedeeld wordt. 
(GRAVELAAR, Leerb. d. Plan. 398.) H. SreRrsMA. 
Oplossing. 
Zij P het ge- 
geven punt, M en 
N de cirkels en 
A'B' de gevraagde 
lijn, zoodat CD 
in P wordt ge- 
halveerd. Trek- 
ken we uit P de lijnen PA en PB respectievelijk // en — aan 
de stralen MC en ND, en verbinden nog P met R,‚ het mid- 
den van MN; dan is van A PBA bekend: de zwaartelijn en 
de opstaande zijden, die in dat punt samenkomen , zoodat de 
driehoek kan worden geconstrueerd ; daardoor zijn de punten 
B en A gevonden, en kunnen de stralen MC en ND getrok- 
ken worden, zoodat de lijn door die snijpunten de gevraagde is. 
Tot de uitvoerbaarheid wordt vereischt, dat 
PheDN| 
2 2 
Ligt nu P tusschen de gemeenschappelijke uitwendige raak- 
lijnen, dan is de constructie in 't algemeen mogelijk. Ligt 
P op een raaklijn, dan moet het liggen in het snijpunt der 
raaklijn en chordaal; ligt P daarbuiten, dan is de constructie 
onmogelijk. Ook kunnen we zeggen: P moet liggen binnen 
den cirkel, die het midden der centraal (R) tot middelpunt 
en de halve som der stralen tot straal heeft. 
N.B. We hebben hier t vraagstuk in dien zin opgevat, 
dat het stuk „binnen” de beide omtrekken bedoeld werd; ook 
kon genomen worden de afstand van een binnen- en een bui- 


tensnijpunt of de afstand der beide buitensnijpunten. — Ook 
dan kan de constructie met geringe wijziging worden toe- 
gepast. H. SreRsMA. 


Tweede oplossing. 


Gegeven: de cirkels en M en een punt P. 
Gevraagd: een rechte AB zoodanig te trekken, dat het stuk - 
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van AB tusschen de 2 cirkels gelegen in P middendoor ge- 
deeld wordt. 


Verbind m met P, verleng mP met 
een stuk PC zóó, dat PC = mP}, bee 
schrijf uit C met den straal mD van 
cirkel m een cirkelboog, die den om- 
trek van cirkel M in een punt B snijdt 
(of in een punt E). Verbind C met B. 

Trek in cirkel » de straal mA // BC, verbind A met P, 
vervolgens B met P. De AA PAm en PBC hebben nu ge- 
lijk: 1. de zijden mP en CP, 2. de zijden mA en CB en 
3. LZ AmP=4 BCP, want mA (/ BO, Dus zijn de AA PAm 
en PBC gelijk en gelijkvormig, dus PA = PB en / mPA = 
ZL CPB. mCQ is een rechte lijn, dus is ook AB eene rechte 
(omdat Z mPA=/ CPB). AB wordt in P dus middendoor 
gedeeld en is derhalve de gevraagde rechte. (Voor het punt 
E geldt een zelfde constructie.) v. D, War & VeERBORGEH. 


1064. Als men uit het hoekpunt A van een willekeurigen 
vierhoek ABCD twee lijnen trekt naar de middens E en 
F van BC en CD, alsmede uit C twee lijnen naar de 
middens H en G van AB en AD, dan sluiten die lijnen 


een vierh. AKCL == : ABCD in. Bewijs dit. Beer. 
(Beer, N. verz. Mtk. vrgst, II, bl, 23 no. 53). 
Oplossing. 


Noemen wij de voeten der lijnen in de 
zijden BO, CD, DA en AB, EB, F, G, H; 
K het snijpunt van AE en CH, L dat van 
AF en CG, dan moet bewezen worden dat 


vierh, AKCL Sn ABCD. 
Trekken wij de diagonaal AC, dan is A ACH =5 A ACB. 
De twee medianen CH en AE snijden elkander op e van 


den top, dus is AK = SAE 
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De driehoeken ABE en AHK hebben één hoek gelijk en 
daardoor verkrijgen wij de evenredigheid : 
A AHK: A ABE == AH Xx AK: AB x AG 
OREN DE 
zÂ ABC = AB X7 AB 
hierdoor is A AHK =; A ABC, 
Nu is A ACK = A ACH — A AHK 
| 1 1 1 
En 5 Â ABC — & A ABC = A ABC. 
Op dezelfde wijze vindt men ook 
A ACL = : A ACD 


1 
waardoor AKCL = z ABCD. J. C. EceEr, 


1065. Op eene middellijn AB eens cirkels M worden twee 
punten C en D gekozen op gelijken afstand van het 
middelpunt. Als men nu een dezer punten D verbindt 
met de uiteinden E en F der koorde EF, die door het 
andere punt C gaat, dan heeft de som van de tweede 
machten der zijden van den aldus gevormden A DEF 
eene standvastige waarde. Bewijs dit. EGER. 
(Beer, N. verz. Mth, vrgst. II, bl. 26, 76. 


Oplossing. 


Zij AB de middellijn van den cirkel, M 
het middelpunt en laat op de middellijn 
twee punten C en D zoodanig genomen 
zijn, dat CM —= DM. Trek door C de koorde 
EF en trek DE en DF, dan moet bewezen 
worden, dat DE? + DF? + EF? eene 
standvastige waarde heeft. 

Trekt men nu den straal EM, die mediaan is in A CDE, 
en FM mediaan in A CDF, dan is 
CE? + ED? —= 2 (CM? + EM?) 
CE? J- FD? =2(CM? + FM?) 
opt. 
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CE? JCF? ED? J- FD? —= 40M? + 47? 


2CE x CF — 2AC X CB 
—= 2 (r — CM) (r + CM) 
—=2r2 — 2 CM? 





opt. 
EF? + ED? + DF? —= 67? + 20M?. k 
Wanneer C en D beide in het middelpunt liggen is CM = 0, 
EF —2r, EF? —4r?, ED? =r?, DF? =r?, dus 
| EF? + CD? + DE? — 672. 
Liggen C en D in A en B, dan is CM? =r?, maar 
ED =DF —=2r, en EF —=0, waardoor 
EF? +J- ED? + DF? == 8r?, 
672 + 2CM? — 87°, 
de waarde is dus standvastig. | EGER, 
Tweede oplossing. 

C en D zijn twee punten op de mid- 
dellijn AB, zoodat CM—= DM ís. De 
koorde EF gaat door C, en D is met 
E en F verbonden. 

Trekken we door M de middellijnen 
FG en EH. 

We verbinden G met C en D, zoo 
ook H met C en D, Daardoor ontstaan 

de vierhoeken FCGD en ECHD. In die vierhoeken deelen de 
diagonalen elkaar middendoor (CM — DM, FM —= GM en 
EM —= HM). Die vierhoeken zijn dus parallelogrammen. We 
hebben nu volgens de stelling: „In een parallelogram is de 
som van de quadraten der zijden gelijk aan de som van de 
quadraten der diagonalen”, in parallelogr. FCGD : 
FO? + DG? + FD? 4 OG? = FG? + CD?, 
of daar FC —=DG, FD = CG, FG = 2R en CD = 2CM is, 
2FC? + 2FD? = 4R? + 4CM?, 
dus FC? FD? -—=2R?H2CM? . . . . (1) 
Volgens dezelfde stelling hebben wij in parallelogr. ECHD: 
2EC? + 2DE? —=4R? + 4CM?, 
dus EC? J- DE? —=2R? J2CM? . . . . (2) 
Ook is ECXFC=ACXBC, of daar AC=R— CM en 
BO=R + CM is: 


28 


EC Xx FC = (R — En — CM?, 

dus 2EC X FO ZZR 20MA 5, ve (B) 

Door optelling van (1), (2) en (3) ven we : 

FD? + DE? J BC? + FC? + 2EC Xx FC =6R? + 2CM? 
of FD? J DE? J (EC + FC)? =6R? + 2CM?, 
of FD? J DE? J EF? —6R? + 2CM?. 

Deze waarde is standvastig, hetgeen bewezen moest worden, 

v. D. War & VERBORGH. 


1066. Van een gelijkbeenigen driehoek is de oppervlakte 12 
dM? en een been 5 dM. Men vraagt naar de basis. 
(De Gast, Vormleer II, gem. opg. 2e reeks no. 17.) 


Oplossing. 


Zij de halve basis rz en de hoogte y, dan hebben we de 
vergelijkingen 
ay= 12 en 2? Jy? =25, 
waaruit op de bekende wijze voor de basis gevonden wordt 
8 dM of 6 dM. 
Tweede oplossing. 


Zij de halve basis DB =r, dan is de 
hoogtelijn CD = 25 — z?, 

De driehoeken ABE en BCD zijn gelijk- 
vormig, want ze zijn rechthoekig en heb- 
ben / B gemeen. 

Hieruit volgt: 


BC: AB = CD: AE 
of 5:22 VB 
; 4? 
of Bidet Bat: (4) 
dus 576 —= 100? — 4x* 
waaruit x2—=16 of 9 
en 28 of 6. 


Derde oplossing. 
De oppervlakte van A ABC is 12, een been 5, dus is de 
hoogtelijn AE = 4,8. CE = V AC?—AE? = 524,8? =14, 
dus BE —=5—1,4 = 3,6. 
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De basis AB —= VAE? BE? = 4,8? + 3,62 = 6, 
Is A ABC stomphoekig, dan is BE = 5 J1,4 = 6,4 en 
AB =V4,82 + 6,4? = 8. 
1067. Een vierhoek is een koorden- en tangenten-vierhoek , 
welks diagonalen elkander rechthoekig snijden. Als nu 
a en c en b en d twee overstaande zijden zijn, R = 
de straal van den omgeschreven, r die van den inge- 
schreven cirkel en I het oppervlak der figuur is, dan 
zal men hebben : 





1 1 ac bd 
mn 0) 2 Ijmme 212 == ee 
R= se + €?) 5 vb Ld*), r adC b H-d 
en I=zac=bd, Toon dit aan. 
D. Dr. p. J. M. 


Oplossing. 


Zij de vierhoek ABCD een 
koorden- en een tangenten-vier- 
hoek, waarin de diagonalen AC 
en BD elkander in O rechthoekig 
snijden, en de overstaande zijden 
AB =a en CD =c; en BC =b 
en AD =d zijn. 

Volgens het theorema van AR- 
CHIMEDES weten wij: 

Midd.? —=4R? —= AO? + BO? JCO? + DO? 
— AB? + DC?, of = AD? + BC?, 
dus AR? = 0? det =d? Jb2, 
of R=j je zj 
Omdat de diagonalen elkander rechthoekig snijden , zoo 
hebben wij: 


A ABO = AC Xx BO, of A ABD = 3 BD X AO 
A ADC =JACXDO, , A BOD = ; BD x CO 


ie sierh. ABCD =3 ROB oe 5 BD x AC. 


Wij hebben derhalve: I= E AC x BD = 7 (ac —J- bd) vol- 


30 


gens het theorema van Prougmrus, doeh omdat de vierhoek 
een tangenten-vierhoek is, zoo heeft men ook: 


adez=bd 
of a? + Zac Je? =b? H- 2bd J- d2, 
maar ook úa Jc? =b? Jd? 
dus “Zac = 2d, of ac = bd. 


1 
We hebben boven gevonden: 1= 3 (ac +- 6d), dus dan moet 


ook I= ac = bd zijn. 

Wanneer men verder uit het middelpunt P van den inge- 
schreven cirkel de lijnen AP, BP, CP en DP trekt, dan isde 
vierhoek in vier driehoeken verdeeld. Neemt men de zijden 
van den vierhoek als basissen van die driehoeken , dan zal de 
straal van den ingeschreven cirkel de hoogte zijn, en danis: 


Imac=ld=jlatbhetd)r 


vend gli 
ie eAAET =d dr 
=(ad-ce)r= (bd) r. 

ie DE en roc bd 

Hieruit volgt: # = arch 

D. Dr. pede 


1068, Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden, de lijn, 
die de middens dezer zijden vereenigt, en de afstand 
van het zwaartepunt tot een dezer zijden bekend. Men 
vraagt dit trapezium te construeeren. 

Oplossing. 

Analyse. Zij ABCD het gevraagde 
trapezium , waarvan bekend waren: de 
evenwijdige zijden CD =a en AB =b, 
de lijn EF —=/, die de middens E van 
CD en F' van AB verbindt, en ZG =p 
de afstand van het zwaartepunt Z tot 

AB. Omdat EF door ’t zwaartepunt Z in stukken wordt ver- 

deeld, die zich verhouden als (24 +5):(a+2b) (Zie: De 

Vriend der Wiskunde, I, bl. 197) en a en 5 bekende lijnen 

zijn, zoo kunnen EZ en F4 berekend worden, Stellen wij 

nu FZ =r en EZ=!—wv, dan krijgen we 
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m:(l—e) =(2a +5): (a + 25) 


of 1:(3a 4-35) =ax:(2a Jb, 
waaruit volgt: =D Ep 


Deze vorm is zeer eenvoudig te construeeren en daardoor 
is dus FZ bekend en tevens EZ =! — F4. Voor den recht- 
hoekigen A FGZ hebben wij nu 2 gegevens en komen daar- 
door tot de volgende constructie van ’t trapezium: 

Constructie. Verdeel de lijn EF in stukken, die zich ver- 
houden als (24 +b):(a + 25). Beschrijf daarna een recht- 
hoekigen A , die het kleinste stuk ZF van EF tot hypotenusa 
en GZ =p tot rechthoekszijde heeft. Verleng FZ tot EF — /, 


neem CE =DE = ja en BF=AF = jb, verbind A met D 


en B met C, dan zal ABCD ’t gevraagde trapezium zijn. 


1069. Als a eene gegevene rechte voorstelt, vraagt men de 


rechte # = av” | 5 —v(10— A5) te construeeren. 


Oplossing. 
Men heeft : 


z=av 5025), 


== 





Ba? — a v/(10a? — 24? 75)| 


= | Sar av? (ba? — a? 5). 
GORE ee de lijn p—a1/5, dan is p? — ba? 


en Bl aen! 


=y |P ap) 

Construeer nu de meetkundig middelevenredige q tueschen 
2p en p—a, dan is g=r2plp—a) en z= vp? — ag). 

Construeer de meetkundig middelevenredige s tusschen a en 
q, dan is s=rv/ag of s* =ag en #=v (p? —s°), de recht- 
hoekszijde van den rechthoekigen driehoek, waarvan p de 
hypotenusa en s de andere rechthoekszijde is, 

Of wel z= v(p? —8) == rv (p +5) (p —s), de meetkun- 
dig middelevenredige tusschen p + s en p — s, 
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Tweede oplossing. 


Men heeft : 
n=av js (10 — 275)| 


=| bat — a? 10 —25)| 
=y | iet — za. jo (102 5)|. 


Hierin stelt 5 ar (10 — 21/5) de zijde voor van den inge- 


schreven regelmatigen vijfhoek, als de straal van den cirkel 
R=a is 

Men kan nu eerst de zijde van dien regelmatigen vijfhoek 
V fi av (10 — 2/5) construeeren, dan is 


2 
v—=v (Ba? — 2av). 


Construeer nu de meetkundig middelevenredige f tusschen 
2a en v, dan is t—=rv’2av, 2av=t? en n= via’ — t?). 
Construeer de liĳn p —avö, dan is p? = 5a* en 
v=v(p? —t?) evenals boven te construeeren. 
A. J. Jansen; E‚ C. K; v. Dn. Wan & VERBORGE. 


1070. a. Bepaal de meetkundige plaats der middelpunten van 
alle cirkels, die twee gegeven cirkels rechthoekig 


snijden. 
b. Construeer een cirkel, die drie gegeven cirkels recht- 
hoekig snijdt. H. VERHAGEN, 


(VersLurs, Meth. Opl. Mth. Vrgst. $ 63, 4.) 
Nieuwere Mtk. $ 66, 6, 7.) 


Oplossing. 


» 


a. Zij X eenig punt, dat mid- 
delpunt is van een cirkel, die de 
cirkels M en M,‚ in A en B recht- 
hoekig snijdt. Nu is XA = XB. 
Bovendien staat XA rechthoekig 
op MA, en XB rechthoekig op 
M‚B. Dus zijn XA en XB raak- 
lijnen aan de cirkels M en M,. Daar- 





uit volgt, dat de gevraagde meetk. plaats dezelfde is als die 

van de punten, waaruit men gelijke raaklijnen aan de beide 

cirkels kan trekken, d, í. de chordaal is de gevraagde m. p. 
H. VERHAGEN. 


b. Uit het vorige nummer volgt onmiddellijk, dat het macht- 
punt der drie cirkels het middelpunt is van den gevraagden 
cirkel. Uit dat machtpunt trekken we een raaklijn aan één 
der cirkels; deze is de straal van den gevraagden cirkel. 
Natuurlijk is de constructie onmogelijk, als het machtpunt 
binnen alle drie de gegeven cirkels ligt. H. VERHAGEN, 


1071. Bewijs, dat de som van de 2e-machten der binomiaal- 
coöfficienten van de #-e macht gelijk is aan den mid- 
delsten binomiaal-coöfficient van de 2n-e macht. 
(GRAVELAAR, Lrb. Alg. I, 686.) H. SrersMa. 

Oplossing. 
De waarde der binomiaal-coëfficient is onafhankelijk van de 
termen van ’t binomium, doch alleen van den exponent. Stel- 
len we nu de ontwikkeling van 


Oee Ora Ort Pt ont Pt 
+ Cr …… (D) 


an, 2n 


en die van 


el)" — B B” 2n— NEE a sBs n—l 


zofB3 12 e+ Bj B 
Is „ even, dan is het aantal hen der ontwikkeling 
1 
(at-1)" oneven, en er is een middelste term Ceijn: is # 
2 
oneven, dan is het aantal termen even en er zijn. 2 middelste 


rn 
termen met gelijke coëfficienten, nl, Cin 1e ak) en 


Cen er +1 ). in de ontwikkeling van A is steeds 


an, 
het aantal termen oneven, en er is een middelste: B, 


Voor het overige is voor elke geheele waarde van k 
ol ai Gs ke … (3) 
De Vriend der Wiskunde. X, 3 
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Verheffen we nu beide leden van vergelijking (1) tot de 2e 
macht, dan bestaat de ontwikkeling rechts uit een veelterm , 
die identisch moet zijn met de ontwikkeling in vergelijking (2), 
zoodat ook de coëff‚ der gelijknamige machten gelijk moeten 
zijn. Is nu » oneven, dan vinden we, als we al de termen 


in ’t product met «'* voorzien, samenvoegen en gelijkstellen : 
n__n n n n n n 
B, =C, CEA RD ON Oe 


nl 
n ” n n 
„0 C Uk 

HO)" Cs t ian Sa F 

” No Nort 
ile Ee ie ed 0 2e C, B 

Maar hiervoor kunnen we ook schrijven volgens de opm. (3): 
2n___ Al nnn n nn 

B, =C, ‚CHC .C, +0. Cp Eil 


n Nn n n 
+ Ogni) nn + Ornri) t) Pe: 
n n n n nn 
En O2 2 E Ene ik OC: 
Voor het geval, dat „ even is, ondergaat het bewijs in het 
laatst eene kleine verandering: de twee termen in het midden 


n 
worden vervangen door een enkelen: Oi 


2 
Merken we ten slotte nog op, dat hier al de termen posi- 
tief zijn. H. SIERSMA, 


1072, Bewijs, dat de som van de 2-e machten der binomiaal- 
coëfficienten van de „n-e macht, beurtelings met de tee- 
kens + en — genomen, gelijk is aan den middelsten 
binomiaal-coëfficient van de „-e macht, als » even is, 
en aan nul, als » oneven is. 

(GravELAAR, Vrgst. Lrb. Alg. I. 687.) H, SIERSMA. 
Oplossing. 
Stellen we de ontwikkeling van : 
at =P 4 OP} Ola? }Olat H+ ip” 
ot =0" Or } Oet — Cat ot TL 


n_al n n On n 2n Zn, an 
(l—-z?) =C, — C2°F0,2* — Cz F. EO? FCe 
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waarin de coëfficienten dezelfde waarde hebben in onder elkaar 
geplaatste termen , terwijl in beide laatste formules de bovenste 
teekens gelden voor oneven, de onderste voor even waarden 
van ». 

Omdat nu (l-t-z)® X (l—)” En moet de laatste for- 
mule uit de beide eersten kunnen worden afgeleid. Stelt men 
de coëfficienten van x* in beide leden aan elkander gelijk, dan 
vindt men als » even is: 


n n n n Nn Nn Nn Nn 
end ne Cine 
n n n n n n n n n 


of, daar in ’t algemeen C, en ee is: 


n 2 
(ef) (0) de ze D Ĳ) ne 
n jn n 
— (63) + Os ne) — SEE ) +(c% ) 
Is » oneven, dan wordt die coëfficient : 
n n nnn n n 
et On Ce Af Xx C, Ean 
n n Nn û, n OP) 
ld Ord jn 7 En-8 en 47 Oe c, RM c, +” 0 Ge 
of wederom : 


— (€; ) + (ci) — (0) +. 
(O4) —{ Ee Ha) —(c P_n) +(C%) ) 


waarbij termen, evenver van de uitersten af, tegengesteld zijn, 


en dus elkaar vernietigen, en wijl het aantal termen nu even 
is, geschiedt dit paarsgewijs, zoodat de som nulis, wat over- 


eenstemt met het feit, dat in de ontwikkeling van (l-z2) 
voor ” oneven, geen term voorkomt met z'* tot coëff‚ ; de som 
a dus == nul. H. SieRrsMA. 


1073. Bepaal de som der producten twee aan twee van de 
binomiaal-coëfficienten der „-e macht, 
(GRAVELAAR, Vrgst, Lrb. Alg. 1, 688.) H., Srersma, 
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Oplossing. 
Volgens eene eigenschap, in het leerboek ontwikkeld, is : 
(ad-b-eddt-..)t=Ha? +2ab. (brb. $ 104, bl, 91) 
Waar de som der 2e machten : a? Jb?-Jc?J .. eenvoudig 
door het teeken Xa? en de som der dubbele producten van 
de getallen 2 aan 2 door 2 2 ab wordt voorgesteld. 
Nemen we nu nogmaals de vergel. (1) en (2) van no. 686 
(bl. 83 no. 1071) ter hand. Dan is: 


(cl + of HON O Of +0) 
== (0 4) azc. cr). 


Volgens eene bekende eigenschap. (zie o. a, GRAVELAAR, 
Lrb. I, S 100) is 
n n n n OP 
We ie Ord hie ft det À d 
zoo pas is bewezen, dat 
n\2__ (p2n\ —_ 2n (2n—l) (2n—2).. „@n — (an) 
r (cr) =(B) = ZENE 
We hebben dus na substitutie 
(2) 2_ 2n(2n—l) Gd ‚(2n—(n—l)) 2E (c7 c”) 
n! 
of E (or C Te Ee 2n (An)... (An — nl) 
2X nl! 
Vermenigvuldigen we van de laatste breuk teller en noemer 
met „! dan kunnen we eenvoudiger schrijven : 


z(o.)— 
0 1 
Mnl Ì An (An)... (2n — (n—1l).n.(n—l)...1 
4 id nlxn! 
Sate (2n)! 
ie 2 (n!)2' H. SreRsMA, 


1074, Boven de opening van een mijnput, die 196 M, diep 
is, wordt een kogel loodrecht naar boven geschoten 
met een snelheld van 147 M. per seconde. Hoe hoog 
stijgt die kogel en na hoeveel seconden en met welke 
snelheid bereikt hij den bodem van den put? (9 = 9,8 M.) 
(Amsterdam.) 
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Oplossing. 


De aanvangssnelheid, waarmede de kogel loodrecht naar 
boven geschoten wordt is 147 M. Daar de versnelling 9,8 M, 


bedraagt, zal de kogel oe seconden — 15 seconden stijgen. 
) 


Die kogel is dus gestegen 
15x147 M. — 15°x4,9 M. —= 2205 M. — 1102,5 M, —= 1102,5 M, 

Van het hoogste punt, dat de kogel bereikt heeft tot den 
bodem van den put bedraagt de afstand 1102,5 M. + 196 M. 
—1298,5 M. Stel dat de kogel dien afstand doorloopen heeft 
in „ seconden, dan moet 

ov? X 4,9 = 1298,5 
Ei 200, EN L =2609 == 16,278 in. 

dus (15 + 16,278) seconden of 31,278 sec. na het naar boven 
schieten van den kogel, bereikt de kogel den bodem van den put. 

De snelheid, waarmede de kogel den bodem van den put 
bereikt, bedraagt 15,278... Xx 9,8 M. = 159,5... M, 

v. D. War & VeERBORGH, 


1075. Aan eene rivier liggen twee plaatsen A en B. A ligt 
40 KM, boven B. Om de 3 uren vertrekt eene stoom- 
boot uit A naar B met eene snelheid van 10 KM. per 
uur. Om de 2 uren vertrekt eene boot uit B naar A 
met eene snelheid van 8 KM. per uur. Hoeveel maal 
zal er tusschen 12 en 8 uur eene ontmoeting van twee 
booten plaats hebben, als te 11 uur zoowel uit A als 
uit B de eerste boot vertrekt ? 

(Amsterdam.) 
Oplossing. 
Uit A vertrekt om 11 uur eene boot a, , 
om 2 uur eene boot a, , de volgende boot 
vertrekt om 5 uur, dus na 3 uur. 
Uit B vertrekt om 11 uur eene boot b,, 
om Ì uur eene boot b,, 
om 8 uur eene boot hb. 
a, komt om 3 uar te B aan. Om 12 uur is a, 10 KM. 
van A en 5, 8 KM, van B verwijderd. 
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a, en b, ontmoeten elkaar dus tusschen 12 en 3 uur. 

Omdat a, om 3 uur te B aankomt en b, om Î uur (dus 
voor drieën) van B vertrekt, ontmoeten a, en b, elkaar dus 
tusschen 12 en 3 uur. 

a, komt verder te B aan, als 5, van B vertrekt (n.l. om 3 uur). 

Men kan dus van geen ontmoeting tusschen a en b, spreken. 

a, vertrekt om 2 uur van A, Om 3 uur is deze boot 10 
KM. van A verwijderd. Om 3 uur is b, 4 uur onderweg en 
dus 32 KM. van B of 40 KM. —32 KM. —=8 KM. van A ver- 
wijderd. a, en b, ontmoeten elkaar dus nog voor drieën. 

Verdere ontmoetingen kunnen tusschen 12 en 3 uur niet 
plaats hebben. 

Het aantal gevraagde ontmoetingen bedraagt dus 3, terwijl 
eene boot uit A juist te B aankomt als er eene uit B naar A 
vertrekt, v. D. War & VERBORGH. 


1076. Bereken de koopsom van 25 balen rijst, wegende bruto 


1725 kilo à 18 centen de kilo netto met 15 perc. kor 


ting voor contant, als de stille uitslag 2 perc., goed 


gewicht 15 pet. en de tarra 2 kilo per baal bedraagt. 


(Rotterdam) v. D. WaL & VERBORGH. 
Oplossing. 


Uit de ontvangen oplossingen is ons gebleken, dat de in- 
zenders de gebruiken in den handel niet volkomen kennen. 

Wanneer tarra, goed gewicht en stille witslag samen voor- 
komen , is men meestal gewoon, het bruto-gewicht eerst met 
den stillen uitslag te verminderen, van de rest trekt men dan 
het goed gewicht af en van deze rest wordt de tarra genomen. 
Het nu overblijvende gewicht wordt netto- gewicht genoemd. 
Verder worden bij de berekening dezer kortingen breuken der 
kleinste gewichts- en munteenheden als volgt in rekening ge- 
bracht. Wat minder is dan 0,5 wordt niet gerekend; van 
0,5 tot 1 wordt voor 1 geteld, 


Ook rekent men wel aldus: i KG. wordt niet gerekend ; 
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i BEEG. tot en met 7 3 Ko. wordt voor 5 geteld ; meer dan 7 
Ke. wordt voor 1 pe 

0,5 cent en minder laat men weg, wat meer is dan 0,5. 
cent telt voor 1 cent, 


Bruto 1725 KG. 


Stille uitslag 2%. . 35 KG. 
1690 KG. 
Goed gewicht Ee OER 30 KG. 
1660 KG. 
Tarra 25 X 3 KOEN pd one 63 KG. 


Netto 1597 KG. 
1597 KG. à f 0,18 is . f 287,46 


5 o/, korting v.contant f 4,31 


De prijs is dus . . . f 283,15 





1077. Oplossen : 
@ ve) — (re + ve)? = 20592. 


Oplossing, 


(we dv) — (er J-ve)? = 20592 
wtve)t — (er J-v2)? — 20592 =0 


erve = jk v! + 20592 





1 EE IRAS 
De et $ Lan en 
(zr) = zE =gtE 5 


(@J- vz)? =144 on = — 143 
edvae==tl2 en E40 
Uit zJ- v/e —= 12 vinden we achtereenvolgens : 
vdvae—l2=0 
va 05 tr12,25 = — 0,5 £ 3,9 
vx—=3 en =d 
Bd en 10) 
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Uit o-r == — 12 vinden we achtereenvolgens : 
vdyved- 12 —=0 


enne Heten 

Ee 47 ME — 47 
Ve == 5 ne Le en = — 5 Ge 
En en e= BA) 


Uit zd-ryvrz=r— h vinden wij achtereenvolgens 
ed rv —143=0 


de AEN ka 
va 5 tg 143 
Í 1 
e= MB Vi tr— 43 


en emit us Vig us. 


Uit ede =— MW 143 vinden we achtereenvolgens : 
eduard 14380 
| 4 Vv. BENT 
ee EN hem AR 
va 5 Vi 143 


Vije 
en let _ ln ensen Loes 
he 148 i 1438 


en e= WE B Vi — WW 143, 
We vinden dus: 


nn =(}3=z=9 

t, =(—4)2 == 16 

El (— 09 HEt — 11,75) == 115 Ere 11,75 
V, , 

B, (=05 JV — 143 Fr (0,25 Jy — 143) 

vj 





6 = 0,9 —v/— 143 + py (0,25 — 1 — 143). 


v. D. War & VeErBorGu. 
1078. Oplossen: 

n+1 +8 

aen z+4 


Bld, 10875 
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Oplossing. 
arl „+3 


1"? —6,70375°"*. 
Verheft men deze Re tot de (2-2) (w+4) macht, 
dan verkrijgt men : 


Erg oare edt 
of zerD), 74 6,70375* +5) 6703750 
of (7:6 zo375)P@+d) — 6,70374® 7 
dus z(eJ-5) (log 7 — log 6,70375) — 6 log 6, 10375 — 4log 7 
°  _ 6log 6,703%5 — 4 log 7 
he RE Torie lom 010515 
__4,9579068 — 3,3803920 
T 0,8450980 — 0,8263178 
1,4775148 


| = 00187802 °° 
derh. ord br — 84 — (2) (et-12) =O 
zoodat vt en #,=— 12. 


1079. Welke getallen geven bij deeling door 5, 6, 7, 8 op 
de rij af 3, 1, 0, 5 tot resten ? 
Oplossing. 

De getallen moeten 5-vouden J- 3, 6-vouden +1, 7-vouden 
en 8-vouden + 5 zijn. 

T-vouden zijn 7, 14, 21, 28, 35, enz. In deze reeks 
bevinden zich dus de gevraagde getallen. 

Nu is 7 —= 8-voud + 7. 

14 = 8-voud + 6. 
21 == 8-voud + 5. î 

21 voldoet derhalve aan 2 der gestelde voorwaarden, nl. 
dat het een 7-voud en een 8-voud +- 5 is. 

Wordt nu 21 vermeerderd met een veelvoud van 7 en 8, 
dan bekomt men weer een getal, dat aan deze twee voor- 
waarden voldoet. Het kleinste veelvoud, dat 7 en 8 gemeen 
hebben , is 56. 

21, 2156, 21 +2XxX56, 21 +3 X56, enz. zijn nu 
alle 7-vouden en tegelijk 8-vouden + 5. 
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Onderzoeken we thans, welk het kleinste getal is der laatste 
reeks, dat door 6 gedeeld 1 tot rest geeft, 

21 — 6-voud + 3, 56 = 6 voud + 2. 

We hebben dus: 

21 =6-voud +3, 
21 +56 =6- vond 80 een 

21 +2 Xx 56 —= 6-voud-3J-2X2 —= 6 voud +7 = Groni 

21 +-2X56 of 133 is alzoo het kleinste getal, dat een 
T-voud, een 8-voud +5 en een 6-voud +1 is. 

Aan deze 3 voorwaarden zal nu ook elk getal voldoen, dat 
men bekomt door bij 133 een gemeen veelvoud van 7,8 en 
6 op te tellen. Het K.G.V. van 7,8 en 6 is 168. 

1383, 133 + 168, 133 + 2X 168, 133 +3 X 168, enz zijn 
dus de getallen, die aan de 3 voorwaarden, 7-voud , 8-voud 
+ 5 en 6-voud + 1 te zijn, voldoen, 

Onderzoeken we thans welk het kleinste getal is der laatste 
reeks, dat een 5-voud +- 3 is. We vinden terstond, dat het 
le getal dezer reeks ul. 138 een 5-voud + 3 is. 

138 voldoet dus aan alle 4 de voorwaarden en is het kleinste 
getal, dat aan die 4 voorwaarden voldoet. Aan de 4 voor- 
waarden voldoet nu ook elk getal, dat men bekomt door bij 
133 een gemeen veelvoud van 7, 8, 6 en 5 op te tellen, 
Het KG. V. van 7,8, 6 en 5 is 840, 

Aan de gestelde voorwaarden voldoen dus alle getallen der 
reeks : 

1383, 133 4- 840, 133 +2Xx840,.. 133 + n X 840, 
waarin „ een willekeurig geheel getal voorstelt, m.a w. alle 
getallen der reeks: 

133, 973, 1813, 2653, enz. 
v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


Dit vraagstuk behoort tot de onbepaalde of Diophantische 
vergelijkingen. Men heeft: 
5ed-3=6y Jl =ie=8t 5. 
Uit 5e +3 = Óf + 1 volgt 
zt Stel y —2—=5p, dan is 
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y—=bpH2, en 6y + 1=30p 13872, derh. 


Rn, Stel 2p J-6 = Tg, dan is 
pj =d Stel q =2r, dan is 


p= !r—8, dus 


een Oels 6 
PE Tee en brt 


=30r —11. Dus 





q 
Te =210r — 17 =8t 5 
en Ee 


Stel rr —1 =4s, dan is r—= ds +1, en t= 105s + 16, 
Het gevraagde getal is dus = 8é J- 5 == 8408 + 133. 
Neemt men nu s= 0, 1, Dt BAL 

dan is ’t getal — 133, 973, 1813, 2653, 


1080. Van twee vergelijkingen van den tweeden graad heeft 
elk tot wortels de som en het product der wortels der 
andere. Welke zijn deze twee vergelijkingen ? 


Oplossing. 


Zij 2? — pe Jg =0 de eene vergelijking , dan is de som 
der wortels dezer vergelijking == p en het product = 9, 200- 
dat de vergelijking, die p en q tot wortels heeft , is 

2 (pt get pg=0. 

Opdat nu de eerste vergelijking waar zij voor de som pg 
en het product pg der wortels der tweede vergelijking , moet 
PP) 0 

en pgr — pq tg — 0 zijn. 

Aan deze twee vergelijkingen wordt voldaan door p= 0, 
waardoor zij identiek worden. 

Deelt men beide door g , dan heeft men 

pg 1l=0enpg—pl=0 
p=—(g HD en p?(q—-i)t1=0. 
Elimineert men nu p uit beide vergelijkingen, dan heeft men 
rn (geer ld 
of 93 4-9? —g 0, waaruit na deeling door q 


bit nk SO 


44 


—_iEr/s5 —_lErvb 
hin ra na en p= 
Na substitutie dezer waarden vaa p en g vindt men voor 
de gevraagde vergelijkingen 
2e (lErD)e (lars) =0 
en crdr—l=0, 
waar de bovenste en onderste teekens der wortels in de eerste 
vergelijking bij elkaar behooren. 
GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 1061—1080 zijn ingezonden door: 


A. J. Jansen, 1061 — 1064, 1066—1070, 1074, 1079. 

B, C. K‚,‚ 1061, 1062, 1064, 1066—1069, 1074, 1075, 1077, 
1079. 

V. d, Wal & Verborgh, 1061—1070, 1074—1079. 

Archimedes, 1066, 1068, 1069, 1079. Wil ons bij het in- 
zenden onder een pseudoniem uw naam en adres meedeelen. 

INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 





300. Als van een driehoek twee bissectrices gelijk zijn is die 

driehoek geliĳkbeenig. (Krarrrr, I, no. 350.) S. W. 
In „De Vriend der Wiskunde”, IT, no. 119, vindt u 
de oplossing. 

301. Trek door een der hoekpunten van een driehoek een 
rechte, zoodat het verschil van de afstanden der beide 
andere hoekpunten tot deze rechte een gegeven lengte 
hebbe. (Krarrer, Ï, no. 627.) J. H. EDELMAN. 

Opgelost in jaargang VI, no. 173 

302, Hen driehoek te construeeren, als de zwaartelijnen ge- 

geven zijn. (Krarper, I, no. 364.) W.K, 
Opgelost in jaargang II, no. 146. ; 

303. In eene gegeven rechte lijn een punt te bepalen, van 
waar men twee gegeven punten, die aan denzelfden kant 
der rechte liggen, onder den grootst mogelijken hoek ziet, 
(KrarPeRr, I, no. 597.) ANNA v. W. 

Opgelost in jaargang VIII, blz. 159, 
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304, Als men uit een punt van den omgeschreven cirkel eens 
driehoeks loodlijnen neerlaat op de zijden, liggen de 
voetpunten dezer loodlijnen in eene rechte, welke de 
rechte van Simson heet. Ps 

‚ 805. Van een vierhoek zijn gegeven de vier zijden en de hoek, 

waaronder de diagonalen elkaar snijden, Dien vierhoek 

te construeeren. Ë. 

Aan welk leerboek is dit vraagstuk ontleend ? (Rep.) 


Akte-examen Wiskunde L. O. 1894. 
Stelkunde (14! uur). 


1. Ontbind in factoren : 
ar — Ir Jar 2 HT. 

2, Iemand, die een schuld van / 6000, rentende 4 pOt. 
sg jaars, samengestelde interest, te betalen heeft, wil kapi- 
taal en interest afdoen in 11 gelijke halfjaarlijksche termijnen ; 
hoe groot moet die aflossing zijn ? 

De rente wordt na afloop van ieder halfjaar bij het kapitaal 
gevoegd. 

3. Van welken vorm is de log. gelijk aan: 


: + 15 log a 4 gelogd — 2logd? 


Planimetrie (L!/, uur). 


1. Uit een punt van den omgeschreven cirkel eens drie- 
hoeks worden loodlijnen neergelaten op de zijden, Te bewij- 
zen, dat de voetpunten dier loodlijnen in éen rechte liggen. 

Zie no 304 op deze blz. 

2, Uit een hoekpunt van een driehoek een rechte te con- 
strueeren, als het verschil der afstanden van de beide andere 
hoekpunten tot die rechte gegeven is. 

„De Vriend der Wiskunde’, VI, no. 133, blz. 258. 

3. AMB is een cirkelquadrant. Op AM en BM worden 
halve cirkels beschreven, die elkander in C snijden. Bewijs, 
dat A,‚C en B in één deit liggen en dat het vlak tusschen 
de bögen AB, BC en AC gelijk is aan het vlak tusschen de 
beide bogen MC. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15en April 1895 franco 


1098. 


1099. 


1100. 


1101, 


1102, 


1108. 


bij den Redacteur A. J. van BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Van twee getallen , elk van drie cijfers, is de som 999, 
Schrijft men ze naast elkaar, door een decimaalteeken 
gescheiden, dan is het eene van de twee getallen , die 
men op die wijze verkrijgen kan, zesmaal zoo groot als 
het andere. Welke zijn die getallen? (Ex.-vrgst.) 


AEN m,n 
De waarde te vinden van De Je Et als m en „ de wor- 


tels zijn van de vergelijking av? + be + c = 0. 

(Ex.-vrgst.) 

a. Van eene meetkundige reeks van zes termen is de 
eerste term == 100, Neemt men van alle termen de 
logarithme, dan is de som dier logarithmen == 7. 
Welke is die reeks? (Zonder logarithmentafel.) 

b. Welke waarde heeft # in log. logz=—= — 1/3. 
(Met eene logarithmentafel ) (Ex.-vrgst.) 
Een aannemer heeft twee werken onderhanden ; de vol- 
tooiing van het eerste vordert driemaal zooveel tijd als 
die van het andere, Aan het grootste gebruikt hij 21 
arbeiders, aan het kleinste 9. leder man werkt 12 uur 
daags en allen werken even hard, Het kleinste werk 
zal dus het eerste gereed zijn, maar hij wil beïde wer- 
ken tegelijkertijd klaar hebben, Hoeveel uur per dag 
zal de kleinste ploeg de grootste dan dagelijks moeten 
helpen ? 

(Adelborst.) 

Iemand neemt # 5000 op helhon à 4°/ ’s jaars. 

Als hij in 4 jaarlijksche termijnen alles afdoet en aan 

t einde van elk jaar evenveel aan kapitaal en interest 

betaalt , hoeveel moet hij dan telkens betalen ? 

(Ex.-vrgst.) 

Van een A ABC zijn de opstaande zijden AB en BC 

benevens de bissectrix BD gegeven; men vraagt den 

driehoek te construeeren, Dr. Dad. MG 


1104, 


1105. 


1106, 


1107. 


1108, 
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Oplossen : 


TY _2 Tyw „Db 
zFyhetw 3 atytetw 0 
VZW Af En yew OE 
zFyFeFw 3% etyhetw 8 
E. 


Stelling. Wanneer men de zijden van een ingeschre- 
ven vierhoek twee aan twee verlengt tot zij elkander 
ontmoeten en men in dien vierhoek de diagonalen trekt; 
voorts uit een der ontmoetingspunten en door het snij- 
punt der diagonalen een snijlijn door den cirkel ; dan 
zullen de beide lijnen uit het andere ontmoetingspunt 
getrokken naar de punten , alwaar de snijlijn den cirkel 
ontmoet, raaklijnen aan dien cirkel zijn. E. 

Twee plaatsen A en B zijn door een stoomtram ver- 


bonden. De duur der reis is 25 uur, terwijl geliĳk- 


tijdig uit A en B om het uur een trein vertrekt. Men 
vraagt: 1°, Op welke punten van den weg heeft men 
wissels noodig? 2°, Welke veranderingen moeten wor- 
den gebracht in het aantal machines en in het aantal 
en de plaats der wissels, als de treinen op halve uren 
uit A, en op heele uren uit B vertrekken ? 
(Ex.-vrgst.) 


De vorm 8a” +6 waarin a een geheel getal voorstelt, 
kan geen volkomen derdemacht zijn. Men vraagt het bewijs. 
(Heis, Alg. Herh. no. 121.) B Oto 
Eene bode reist van A naar B in 14 uren ; tegelijker- 
tijd vertrekt uit eene andere plaats C, die 2,5 GM. 
verder van B verwijderd is dan A, insgelijks een bode 
naar B. Om nu met den eersten tegelijk in B aan 
te komen, moet hij op elke 5 G.M, een half uur aan 
tijd winnen. 
a) Hoever ligt A van B verwijderd ? 
b) Hoe wordt de oplossing, als men 

14—=t, 2Wo=s, b=nen 05=—=g stelt? 
(Hris, $ 61, 46.) 


1109. 


1110. 


1111, 


1112. 


1118. 


1114. 


1115, 


1116. 


1117. 
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Welke reëele waarden voor de onbekenden voldoen aan 
de vergelijking : 

Tr — Uy HEyt H Or — 76 + 184—=0. Heer, 
Welke reëele waarden voor de onbekenden voldoen aan 
deze vergelijking 

Dy? —12ay — 6y — 41e? 227 — 179 =0P 

Eeen. 

Wanneer men een cirkel trekt, die de beenen van een 
gegeven hoek raakt, daarna de koorde tusschen de 
raakpunten , en eindelijk uit een willekeurig punt aan 
den omtrek loodlijnen op deze drie lijnen trekt, is de 
loodlijn op de koorde meetkundig middelevenredig tus- 
schen de beide andere. Men vraagt het bewijs. EGer. 
Bewijs, dat de meetkundige plaats der middens der 
koorden, die uit een zelfde punt van een cirkelomtrek 
in dien cirkel getrokken zijn, een cirkelomtrek is, 
waarvan de middellijn gelijk is aan den straal van den 
gegeven cirkel. 

Een driehoek ABC te construeeren, als gegeven zijn 
Z A benevens de hoogtelijnen AD en BO. 
Van een regelmatig achtvlak liggen de hoekpunten in 
de middelpunten der zijvlakken van een kubus. Bereken 
den inhoud van dit achtvlak als de ribbe van.den 
kubus = 4 is. 
In een bol is een kegel beschreven, die denzelfden in- 
houd heeft, als het segment dat aan het grondvlak 
van den kegel grenst. Bereken de hoogte van het seg- 
ment, als de straal van den bol = R is 

Een driehoek, waarvan de zijden 26, 28 en 30 cM. 
zijn, wentelt om een as, evenwijdig aan en op een 
afstand van 8 cM‚ van de langste zijde. Hoe groot is 
de inhoud van het door de omwenteling ontstane ring- 
vormige lichaam ? 

Uit het hoekpunt A van een vierkant ABOD trekt men 
eene lijn AE naar BC en eene lijn AF naar CD, zoo- 
danig dat / BAF —=45° is. Als men nu EF trekt, 
bewijs dan dat AE en AF respectievelijk de hoeken 
BEF en DFE middendoor deelen, 
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Drie transversalen in een vierhoek. 


Dezer dagen werd mij om het bewijs verzocht van de vol- 
gende stelling : 

„In een vierhoek heeft men de diagonalen getrokken. Door de 
middelpunten der diagonalen is een transversaal gebracht. Uit 
een snijpunt van die lijn met een der zijden heeft men trans- 


De Vriend, X, 1895, blz. 11. Fig. 4. 


Deze fig. 4 dient om te worden geplakt op die op blz. 


welke onderstboven is afgedrukt. 





dan is de vierhoek DKBC == 5 vierhoek ABCD. De driehoek 


BKQ behoort tot den vierhoek DKBC en den driehoek BPC. Trek 
verder PO // met AC en dan de lijn OK, dan ziet men dat 
de driehoeken OKC en PKC, die dezelfde basis en gelijke 
hoogte hebben, gelijk moeten zijn. De eerste is een stuk van 
den vierhoek DKBC en de andere van den driehoek PBC, 
De Vriend der Wiskunde, X. ke 


1, 
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Nu blijft nog over te bewijzen dat driehoek DOK == drie- 
hoek PKB is. 

Wanneer wij nu uit de punten B en D de lijnen BL en 
DG loodrecht op de transversaal SQ plaatsen, dan zijn de 
driehoeken HBL en GDH congruent, dus BL = GD, Hier- 
uit volgt dat de driehoeken PKB en DPK dezelfde basis PK 
en gelijke hoogte hebben, dus A PBK = A DPK. Dewijl PO 
Il AC is, moet ook, omdat AK — KCO is, PR == RO zijn. 
Laat men nu uit de punten O en P de lijnen ON en PF lood- 
recht op DK vallen, dan heeft men APRFZ2 ARNO, dus 
PF = NO, waaruit volgt A DKO = A DPK, 

Nu is: A BKC zn APBKG 

A KOC = A KPC 
A DOK ADEK. == \CEKB 
vierh. DKBC =5 vierh. ABCD = A PBC *), 

In onze leerboeken vindt men dikwijls het vraagstuk „Bewijs 
dat, als men in een trapezium een lijn trekt, die de middens 
der niet evenwijdige zijden verbindt, en uit een der snijpunten 
lijnen trekt naar de hoeken aan de andere niet evenwijdige 
zijde, dan zal de gevormde driehoek de helft zijn van het tra- 
pezium.” 

Men zal gemakkelijk inzien, dat het bovenstaande een al- 
gemeen vraagstuk is en dat het laatste een bizonder geval 
van dat algemeene zal zijn. 


D. Dr. ». J. M. 


Eind-examen Gymnasium Vraagstukken. 


1. De liĳn CD verbindt C met het midden van AB. Be- 
reken de lengte van deze lijn, als de zijden van den driehoek 
ABC a, b en c zijn. 

2. In driehoek ABC de lijn EF // AB te trekken, zoodat 
AE + BF = AB is. 

3. Van een rechthoekigen driehoek zijn de rechthoekszijden 


*) Zeer wel mogelijk dat men de stelling eenvoudiger zoude 
kunnen oplossen, doch ik heb deze oplossing. genomen , om 
de waarheid van bovenstaand denkbeeld aan te toonen, 
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6 en 8 cM. Hoe lang is de lijn, die de hypotenusa in 2 
gelijke deelen verdeelt. 

4. Bewijs, dat de zijde van den omgeschreven regelm. 
6-hoek gelijk is aan het 3de deel van de zijde van den om- 
geschreven regelm. 3-hoek. 


Een verdubbelingsformule voor de zijde van den omge- 
schreven regelmatigen veelhoek. 


Zij ABCDE een omgeschreven regel- 
matige veelhoek. Vereenig het middel- 
punt M met A, zij F het snijpunt van 
MA met den cirkel. Trek door F' eene 
raaklijn GH aan den cirkel, dan is GH 
een zijde van den omgeschreven regel- 
matigen veelhoek met het dubbel aantal 
zijden. Vereenig M met het raakpunt I 
van AB met den eirkel, dan is A AFG 

A AIM, omdat / F=/ I= 90° / FAG = / MAI (gemeen- 
schappelijke / A), dus 
GF: MI = AF : Al 
5 GH: MI= (MA — ME): AB dan 
Stel MF == 7, AB == zijde omg. reg. n-hoek = A, 


en GH — zijde omg. reg. 2n-hoek —= A, dan wordt (1) 


1 | 1 1 
5 Aon” = Var de r) rl ‘zg A, 





of A9, :2r= IV (Ar +4r?) -- 2r | A, 
en Aon = 5 V (a, 42) —2r|. 


Toelatings-examen Zeevaartschool te Amsterdam. 1894, 


Rekenen. 
1. Bereken: 


(88 1). GD ; 2,681. 
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2. Als A 16°/, van zijn geld verliest en B, die f 1000 
minder heeft dan A, 5°/, wint, dan bezitten zij evenveel. 
Hoeveel bezat A eerst ? 

3. Hoeveel c.S. is: 

0,465 M3 + 1,9648 dS +J- 47,84 dM? + 125 DS + 0,6 cM3 ? 

4, Iemand koopt 2 partijen aardappels à f 1,80 en f 2,— 
den HL., samen voor f 172. Als hij beide partijen verkoopt 
à f 2,05 den HL,, dan wint hij op de eerste partij f 7,50 
meer dan op de tweede. Hoe groot was elke partij ? 

5. Het product van de 4 termen eener meetkundige even- 
redigheid is 1296. Als de middelste termen aan elkander ge- 


lijk zijn, en de codante bedraagt, welke is dan de even- 


9 
redigheid ? 
eee 
—_ —l 
is Borst 7 
1 Schrijf eenvoudiger e RAE 
Ve 


2. Verdrijf de haakjes in: 
—(— je)" | dh es 
3 
als » even, en ook als » oneven is. 
3, Bereken # uit: 


1 
3 Hz AGE) SED 
ETE TOE 

4, Deel — 1625 + sant J- 4x — 10 door 2x? + 3e +5. 

5. Iemand koopt linnen à f 0,60 den M. Kostte de M, 
8 cent minder, dan zou hij 17 M. meer ontvangen hebben. 
Hoeveel M. koopt hij ? 

6, Een getal wordt in 4 deelen verdeeld. De getallen, 
die men krijgt, als men het fe deel met 10 vermeerdert, het 
2e met 10 vermindert, het 3e met 10 vermenigvuldigt en het 
4e door 10 deelt, klimmen met 5 op. De som van het 2e 
en 3e deel bedraagt 82. Welk getal wordt bedoeld ? 

Meetkunde. 

1, Vermeerdert men het complement van het supplement 
van Z Á met het supplement van het complement van dien- 
zelfden hoek, dan bekomt men 160°, Bereken / A. 
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'9. Als men een punt aanneemt op het verlengde van de 
basis van een gelijkbeenigen driehoek, dan is het verschil der 
afstanden van dit punt tot de opstaande zijden van den drie- 
hoek gelijk aan de hoogtelijn op een der zijden. 

3. Construeer een driehoek, als gegeven zijn: de basis, de 
hoogte en een der opstaande zijden. 

4, Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden 15 en 24, 
en de beenen 18 en 21 dM. . Bereken de stukken, waarin de 
beenen verdeeld worden door de rechte lijnen, die de hoeken 
aan de langste der evenwijdige zijden middendoor deelen. 

5. Een rechthoekigen drichoek te construeeren, als gegeven 
zijn: de hypotenusa en de som der rechthoekszijden. 


Een vertaling Fransch-Hollandsch. 


BIBLIOGRAPHIE. 
Rekenkundige hoofdstukken, door W. EF. KoPPEsSCcHaAR JR. 


In vijf brochures van 2 à 4 vel druks behandelt de schrij- 
ver achtereenvolgend : 
evenredigheid van getallen, 
evenredige afhankelijkheid van grootheden, 
worteltrekking , 
reeksen 
en samengestelde intrest. 

Deze boekjes komen mij zeer lezenswaard voor. Kandidaten 
voor de hoofdaecte zullen er veel in vinden, wat in hun leer- 
boek òf niet, òf minder volledig behandeld wordt. De schrijver 
heeft gestreefd naar zekere volledigheid, dle in vele leerboe- 
ken wordt gemist. 

Een ruime keus van vraagstukken staat ten dienste van 
hem, die zijne krachten beproeven wil. 

Het eerste deeltje behandelt: verhouding van getallen, ver- 
houding van grootheden, evenredigheid van getallen, even- 
redigheid van grootheden. 

Het tweede deeltje geeft: afhankelijkheid van grootheden , 
evenredige afhankelijkheid van grootheden , omgekeerd even- 
redige afhankelijkheid van grootheden, samengesteld evenredige 
afhankelijkheid van grootheden. 
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In het derde deeltje krijgen wij: grondbegrippen, wortel- 
trekking uit geheele getallen, worteltrekking uit gebroken getal- 
len, benadering van wortels, worteltrekking uit decimale getallen. 

Het vierde deeltje geeft: algemeen begrip van reeksen, 
rekenkundige reeksen (grondbegrippen , eigenschappen, inter- 
poleeren, algebraïsche beschouwingen), meetkundige reeksen 
(grondbegrippen , eigenschappen , interpoleeren , oneindige afd. 
meetk. reeksen , algebraïsche beschouwingen). 

Hier en daar valt een klein vlekje op te merken. Zoo o.a. 
pag. 7 van 1, alwaar wij lezen: 

„Zijn de benoemde getallen ongelijknamig, dan kan men 
ze eerst gelijknamig maken”; — dit nu gaat alleen, als 
wij met gelijksoortige grootheden te doen hebben, welke 
met verschillende maat zijn gemeten. 

I pag. 12: cirkelbogen kunnen slechts dan op elkaar afgepast 
worden, als ze met gelijken straal zijn getrokken. 

I pag. 14: werkelijke waarde van een onmeetbaar getal. Dit 
woord acht ik onjuist. Werkelijk staat tegenover denk- 
beeldig. We moeten hier nauwkeurig en benaderd tegen- 
over elkaar stellen. 

In III wordt alleen de vierkantswortel behandeld. Ik erken, 
dat, wat gegeven wordt, goed is. Toch zou ik den schrijver 
hier wat vollediger wenschen; ik mis den derdemachtswortel , 
en die is voor kand. hoofdond. noodig; voorts eene bespreking 
van de reden, waarom de schatting van het tweede cijfer in 
den wortel zooveel verder van de waarheid kan afwijken dan 
die van de overige cijfers , en eindelijk bespreking van de be- 
werkingen met onmeetbare getallen. 

In IV stuit ik in $ 1 op eene minder correcte definitie van 
reeks , te weten : 

„Onder een reeks verstaat men een rij van getallen, die 
volgens een bepaalde wet uit elkaar kunnen worden afge- 
leid” De woorden uit elkaar zijn stellig veel te algemeen. 
Het Ve ontving ik nog niet. 

De schrijver zie deze opmerkingen aan als blijken van be- 
langstelling in zijn arbeid, dien ik in veler handen en hoof- 
den wensch. 

Amsterdam, Jan. ’95. H. VERHAGEN, 
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Een enkel woord naar aanleiding van de aanmerkingen 
van den heer VERHAGEN bij hoofdstuk III. 


Het geldt hier , zooals de schrijver zelf zegt, een kwestie 
van volledigheid, dus een subjectieve kwestie, Blijkens het 
voorbericht van het le hoofdstuk is het werkje ó% hoofdzaak 
bestemd voor het onderwijs aan Hoogere Burgerscholen. Nu 
komt de kubiekworteltrekking wel voor op de programma’s 
dier inrichtingen, doch mijns inziens ten onrechte. De tijd, 
dien men aan deze hoogst onpractische en moeielijke bewer- 
king moet besteden, kan mijns inziens veel beter gebruikt 
worden voor andere doeleinden , bijv. voor een ruimere behan- 
deling van handelsrekenen, samengestelden intrest, enz. Tedere 
leerling der Hoogere Burgerscholen kan eventueel kubiekwor- 
tels toch door middel van logarithmen bepalen. Ik geef echter 
toe, dat de kubiekworteltrekking voor bepaalde examens noo- 
dig is en hoop mij de opmerking ten nutte te maken bij een 
eventueelen herdruk. Dit geldt ook voor de andere aanmerking. 

De heer VERHAGEN zal mij echter toegeven, dat de theore- 
tische behandeling reeds aanmerkelijk uitvoeriger is dan bij 
andere schijvers en het dus zaak is om grenzen te stellen. 

De bewerkingen met onmeetbare en onnauwkeurige getallen 
zouden eigenlijk een afzonderlijk hoofdstuk vereischen. Ik heb 
dit voorloopig niet in mijn plan opgenomen, daar een tien- 
jarige ervaring mij heeft geleerd, dat men bij het schrijven 
daarvan steeds op een of andere klip verzeilt: òf men behan- 
delt het onderwerp vrij wetenschappelijk en dàn geeft men te 
veel voor het middelbaar onderwijs; òf men behandelt het on- 
derwerp op eenvoudige populaire wijze, zooals dit noodig is 
voor M. O., en dàn geeft men te weinig voor meer ernstige 
beoefenaars van dit onderdeel. Voorloopig meen ik dus, dat 
het wijzer is een en ander over zulke bewerkingen volgens 
eigen inzichten bij het gewone onderwijs in te vlechten. 

Daar gedachtenwisseling op wiskundig gebied ook bevorder- 
lijk is aan het doel van dit tijdschrift, meende ik bovenstaande 
repliek niet te moeten achterwege laten. Intusschen mijn dank 
aan den heer VerHAGEN voor zijne overigens van waardeering 
getuigende woorden. | WBS 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1081—109%. 


1081. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn / A, 
de zwaartelijn uit B en de hoek, die gevormd wordt 
door BC en de zwaartelijn uit C. 
(PerersEN , 139.) H. SiersMma, 


Oplossing. 


Zij A ABC de ge- 
vraagde, en trekken we 
daarin BE = Mn 


CD == me Trachten 


we een driehoek te vin- 
den, waarvan 3 ele- 
menten bekend zijn, dan 
zoeken we vergeefs; we 
moeten dus tot meet- 
kundige plaatsen onze 
toevlucht nemen. De 
driehoek, waarvan het 
meeste bekend is, is 
A AEB; nl. EB = Mys 


en ZA, terwijl weder E het midden is der zijde, waarvan 
't eene uiteinde in boog EAB ligt; het andere uiteinde ligt 
op de rechte, uit eenig punt A door E getrokken op een 
afstand — EA ; die meetkundige plaats is dus een cirkelboog, 
verkregen door den omgeschr. cirkel om A AEB met —1 te 
vermenigvuldigen en E als geliĳjkvormigheidspunt te nemen. 
Ten einde nog eene meetkundige plaats voor C te vinden, 
merken we op, dat van A CZB (Z —= zwaartepunt) de lijn 





ies „EB eene vaste ligging heeft en de grootte bekend is; 


terwijl ook / ZCB gegeven is. De constructie luidt dus: 
Beschrijf op de gegeven zwaartelijn BE — my, als koorde 


een cirkelsegment HAB, dat hoeken — / A bevat en op 


2 5 en 
5 der zwaartelijn van een aangenomen uiteinde af aan de 
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andere zijde als het eerste een cirkelsegment, dat hoeken 
BN se ds (a,m,) bevat. Vermenigvuldig den eersten cirkel 


met — Î, en neem het andere uiteinde daarbij als gelijkv.- 
punt. Waar deze cirkel en het laatst beschreven segment 
elkaar snijden, ligt het hoekpunt C. Al naardat deze dus 
elkaar snijden, raken of geen punt gemeen hebben, voldoen 
2,1 of geen driehoek. Trek nu nog CE, leverende het snij- 
punt A en trek AB, dan is dit de gevraagde A. 

W. Meier; H. SreRSMA. 


Tweede oplossing. 


Van A ABC is gegeven: / A, de zwaartelijn BE en / BCD. 
(CD is eene niet gegeven zwaartelijn.) 
Op de gegeven zwaartelijn BE beschrijven we een segment, 


dat / A bevat. Op BZ (3 van BE) beschrijven we een seg- 


ment, dat / BCD bevat. Zij M het middelpunt van het 
eerste segment. Vereenig M met B. Verleng ME met een 
stuk EF = ME. Beschrijf met ME —= EF als straal uit F 
een cirkelboog, die den omtrek van het segment op BZ be- 
schreven, in C snijdt. Vereenig C met E, verleng CE door 
E tot aan den omtrek van het segment op BE beschreven. 
Het verlengde van CE ontmoet dien omtrek in A. Vereenig 
A met B en C met B, dan is A ABC de gevraagde. 

Bewijs. Vereenigen we M met A, dan is A MALE gelijk- 
beenig, want ME —= MA == straal van segment M, 

Ook A FEC is geliĳjkbeenig, want FE = FC = straal van 
segment M. Daar nu A MAE en A FEC de hoeken aan de 
basis gelijk hebben (/ AEM —= / FEC) zijn ze 2, en dus 
AE = EC, zoodat BE zwaartelijn is. Verder is / CAB =/ A, 
omdat hij een hoek in het segment is, dat dien hoek bevat. 


Verbinden we C met Z.(BZ = 5 BE), dan moet CZ een 


deel van de zwaartelijn, uit C op de overstaande zijde neer- 
gelaten, zijn. 

ZL BCZ staat nu in een segment, dat dezen hoek bevat, 

A ABC bevat derhalve de gegevens en is alzoo de ge- 
vraagde driehoek. V. p. War & VERBORGH. 
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1082. Als men in het raakpunt van den ingeschreven cirkel 
met de hypotenusa van een rechthoekigen driehoek een 
loodlijn opricht, die de rechthoekszijden of hare ver- 
lengden snijdt, dan ontstaan er twee rechthoekige drie- 
hoeken, waarvan het product der schuine zijden gelijk 
is aan het halve kwadraat der hypotenusa van den 
oorspronkelijken rechthoekigen driehoek. Bewijs dit. 

F. v. DrxHoorN. 
Oplossing. 

4 Zij A ABC rechthoekig in A, D het 
raakpunt van den ingeschreven cirkel 
met de hypotenusa BC, DEF t BCG, 
snijdende AC in E en het verlengde BA 
in F, DF hypotenusa in den rechthoe- 
kigen A BDF en CE hypotenusa in den 
rechthoekigen A CDE. 

Er moet nu bewezen worden, dat 


BI. CE = ; BC? 
Stel BO—=a, AC =b, AB=c, dan is 


a=v(b? +e*), e= bet +), 
CD =s—c, BD =s—b, 
BD . CD == (s—b) (s—c) =s? — (be) s + be 
zn 5 U Lr (b2He*) ja , (bc) | betw (b2 He?) | +dc 
d 1 
=zbe=Z AB. AC. 


AABCx A CDE A BDF. 
Uit A ABC» A BDF volgt BD: BF = AB: BO. 
, AABCw» ACDE „ CD:CE=AC:BC 
dus BD.CD:BF,CE= AB.AC: BC? 
of 1e BERGHE gint BOR 


derhalve BF .CE = - BO? 
F. vaN DIxHOORN. 


Dol 


1083. In A ABC vraagt men AD en BCO, welke elkaar in F 
snijden, zoo te trekken, dat 
opp. A AEF = opp. A BDF —=opp. vierh. CDFE. Wo. 
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Oplossing. 
Onderstellen we, dat de lijnen AD en 
BE de gevraagde zijn. Dan is 
A AEF = A BDF 
A ABF = A ABF 





0 
A ABE = A ABD. 5 
Hieruit volgt, dat de lijn DE // AB is. 
Trekken we nu door F delijn GH // AB. 
Dan is GF:DE = AG: AE en HF: DE = 
BH:BD; daar nu AB, GH en DE onder- 
ling evenwijdig zijn, is AG:AE=BH:BD, In verband met 
beide voorgaande evenredigheden volgt hieruit GE:DE = 
HF :DE, en hieruit GE = HE. De AA CFG en CFH heb- 
ben dus gelijke basis en dezelfde hoogte, en zijn derhalve 
gelijk. Hetzelfde geldt van de AA EFG en DFH. Alzoo is 
A CEG — A BFG = ACFH — A DFH of A CEF —= A DEF. 
Elk dezer beide AA is dus = de helft van vierh. CDFE, 


en daar vh. CDFE — A AEF, zal dus A CEF=5 A AEF 


zijn. Beschouwen we CE en AE als de basis dezer driehoe- 
ken, dan hebben deze dezelfde hoogte, hunne oppervlakken 
verhouden zich dus als hunne grondlijnen, zoodat CE: AB = 
1:2 en CE:CA=1:3. Daar DE // AB is, is derhalve ook 
ODsCB ==. 3 

Nemen we dus op AC en BC de punten E en D zóó, dat 
CE = CA en CD = „CB, dan zijn AD en BE de gevraagde 
lijnen. W. MEIJER. 


Aanteekeningen. a) A ABC is in 4 deelen verdeeld. Hoe 
verhouden zich die 4 deelen tot den geheelen A ABC? 


A ACD = A BOE—5 A ABC 
A CHEF —5 A ACF= A ODF = 5 A BCF 
N AEF = A CEF + A CDF =| A ACD= GA ABC 


dus A AEF —= A BDF = vierhoek CDFE = sA ABC 
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en A ABF == A ABC —(A AEF + A BDF + vierh, CDFE) 
1 
=zÂ ABC. 
b) Als de lijnen AD en BE naar het eerste deelpunt ge- 
trokken worden in plaats van naar het tweede, hoe verhouden 


zich dan die 4 deelen tot den geheelen A ABC? 
Men vindt gemakkelijk, dat 


A AEF — A BDE — 2 A ABC 
vierhoek ODEFE —4 A AEF — 7 A ABO 
A ABF — : A ABC. 


c) Als AC in E‚,E,, E,, en BC in 
D,, D,, D;, in 4 gelijke deelen verdeeld 
worden, AE, = TAO, BD, =4 BC, F, 


het snijpunt van AD, met BE, is, hoe 

verhouden zich dan A AE, F,, A BD F,, 

A ABF en vierhoek CD,FE, tot A ABC? 
Men vindt dat 


A ABF, = A BD,F, = 3, A ABC 
vierhoek CD, FE, = ;, A ABO—6 A ABF, 


A ABF, =i A ABC. 
Evenzoo vindt men dat 


1 
AAE DOES VABD EE Ear A ABC 
1 
vierhoek CD.F,E, = 3 AAA BO 2 BN AE,F, 
A ABF, = 5 A ABC. 


8 
En dat A AB,F, = A BD,F, = 50 A ABC 
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vierhoek CD,F,E, = 5 A ABO =5A ABF, 


A ABF, = 3 A ABO. 


a 


d) Als A AEF —= A BDF = 5 vierhoek CDFE is, dan is 


ad 


vierhoek CDFE — : A ACD en ; vierhoek CDEE =i A ACD. 


Dit zal zoo zijn, als AC en BD in 5 gelijke deelen verdeeld 
zijn. Dan is, als AD, en BE, naar het vierde deelpunt ge- 


trokken zijn, vierhoek CE,F,D, = 5 ACD , A BCE, 
Verder is A AE,F, == A BD,F, = re A ABC 
vierhoek OD, FB, — z A ABC. 

en A ABF, =5 A ABC. 

Trekt men AD, en BE,, dan is A ABF, ii A ABC en 
vierhoek CD,F,E, : A AE,F, =4:83. 

Trekt men AD, en BE,, dan is A ABF, =Ì A ABC en 
vierhoek CD,E,F, : A AB,F, = 83: 1. 

Trekt men AD, en BE,, dan is A ABF, =3 A ABC en 
vierhoek CD,F,E, : A AE,F,=8:1. 

e) Als A AEF == A BDF en vierhoek CDFE zi A AEF is, 


zal 5 vierhoek CDEF = E A AEF zijn. Men moet dan AC 


en BC in 2x J-1 gelijke deelen verdeelen. 
Is vierhoek CDFE —= A AEF', dan is n =len2nJ-1=8. 


Is CDFE = A AEF, dan is n—?2 en nn J1=5. 


Is EN AEF, dan is „=—=3 en 2n J-1=7. 


Men kan op dezelfde wijze voortgaan en uit dit eene vraag- 
stuk eene reeks andere afleiden, We 
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1084. In het hoekpunt A van A ABC richt men AD | AB 
en AE 1 AC op, welke den omgeschreven cirkel in D 
en E ontmoeten. Bewijs nu dat j 
vierhoek ADBE == vierhoek ADCE = A ABC, 


Oplossing. 


Daar EC en BD middellijnen 
zijn, is ‚EBC —=/ DCB = 90°; 
dus is EB // DC; trek de rechte 
HAK door A // BO, snijdende BE 
in H en CD in K onder rechte 
hoeken; dan is de som der in- 
houden van A AEB + A ADC 


—EBE.AH+50D. AK 


L BE. BC (dewijl EB — CD 


ed 

en HK — BO) 

=: inhoud A EBC, 

dus vierhoek AECD — vijf hoek AEBCD — A EBC 
— vijf hoek AEBCD — A AEB — A ADC 

=—= A ABC. 
Uitbreiding. 
__ Als we uit A, B, C loodlijnen 
‘trekken naar elk der zijden (9 in 
het geheel), dan zullen 3 elkaar 
‚snijden in het hoogtepunt O, en 
de andere 6, in paren, op den 
omgeschreven cirkel, in D, E,‚ F'; 
en’, daar A AEB == A AOB, en 
zoo om, geheel rondom, de ge- 
heele zesh, AEBFCD =2 A ABO, 
maar BD, CE, AF, zijnde alle 
middellijnen elkaar snijdende in het middelpunt M van den 
cirkel, is het duidelijk, dat A AGD —= A BGF, en zoo om, 
geheel rond; dus 

vierhoek AEBD (of AECD) == halve zesh. AEBFCD = A ABC, 


63 


1085. De cirkels, welke de vier zijden van een ingeschreven 
vierhoek tot koorden hebben, vormen met hunne vier 
snijpunten de hoekpunten van een nieuwen ingeschre- 
ven vierhoek. Bewijs dit. 


Oplossing. 
Men heeft 
L AA,B, + ZAAD, + 
LB‚A,D, = 360? 
LAA,D, + LADD, — 180° 
en 
L AA,B, + Z ABB, =180° 





dus LB,A;D, =Z ADD, + Z ABB, 
ME 0 DRE BBO DDO | SPL 
das ZB,Á,D, + ZB,0,D, =Z ABC JZ ADC = 180%. 
Vierhoek A,B‚C,D, is dus een ingeschreven vierhoek. 
1086. Tusschen de beenen van / A van À ABC eene rechte 
EF te trekken, zóó dat EF — BF = CE. 


Oplossing. 






Onderstel EF getrok- 
ken. Teeken de paral- 
lelogrammen BFGC en 
CFGH; trek CG, maak 

L BOK =/ GCE, 
neem CK —= BC en 
trek KG. 

Dewijl EC=EF is 

„ECF =/ EFC, 
eveneens 

LEBF =/ BEF; 
bijgevolg is 

de De LECF J-/ EBF 
A — EFC JZ BEF 
bi molded zen dz Tired bekend ; 
maar / REBO en / FOB zijn bekend, dus 
LOLF — LBO +/ LCB =— („EBC + FCB) —(LEBF +2 ECF) 
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is bekend, of zijn supplement / ELF, of / GCE, het punt K 
is dus bekend, en vergelijkende de A A CBE en CKG, waarin 
BC =CK, CE == CG en de ingesloten / CBE =/ CKG, en 
derhalve bekend, dus is KG (eene der meetkundige plaatsen 
van G) bekend. 

Maar CH =FG= BC; dus eene tweede meetkundige plaats 
van G is HG parallel aan AC door H gaande door CH —= BO 
te trekken; het snijpunt dezer twee meetkundige plaatsen 
geeft G; trek CE en dan EF elk gelijk CG, en EF is gevonden. 

Tweede oplossing. 

Onderstellen we, dat het vraagstuk opgelost en ÓF de ge- 
vraagde lijn is. Verbinden we B met Ó, en trekken we uit 
een willekeurig punt f van BÓ de lijnen SÉ || AC en 
SI ÓP, Nu is BL: BI =AI ; JÓ—= BI: BE— SM : 6©, 
En daar BS SFÓ— ÓO is, is dus ook BZ = AS —= IM, 
Trekken we nog de lijn SL (/ BO, dan is SLCH een paral- 
lelogram , dus CÉ— SA, 

Constructie. Neem op AB een punt Z en op AC een punt 
L, zóó, dat BAL is. Trek uit L een lijn // BC en be- 
schrijf uit / met ZB als straal een cirkelboog, die de lijn 
uit L snijdt in 4. Trek de lijn B en verleng deze tot aan 
Ó in AC; trek nu ÓF || SZ ‚ dan is deze de gevraagde. 

Het bewijs volgt uit de analyse. 

Het vraagstuk is altijd voor oplossing vatbaar. De cirkel 
(ZZB) snijdt de lijn, uit 4 j/ BC getrokken, in 2 punten 
S en Î,. Snijdt het verlengde van £,B het verlengde van 
AC, in Ó,, en trekken we uit Ó, een lijn // f,/, die het 
verlengde van AB snijdt in F,, dan is ook CÓ, = óF=F,B. 

Loopt echter Bf, || AC, dan is deze tweede lijn óF, 
niet mogelijk. V. p. War & Vrersoram; W. Meier, 
1087. Als men de overstaande zijdemr van een willekeurigen 

ingeschreven vierhoek verlengt tot zij elkaar ontmoeten 
en dan de bissectrices trekt der twee verkregen hoeken, 
snijden deze lijnen de zijden van den vierhoek in vier 
punten, die de hoekpunten zijn van een ruit in den 
vierhoek beschreven. Bewijs dit, 
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Op lossing. - 


Zij ABCD de inge- 

' schreven vierhoek, waar- 
van de overstaande zij- 

den AB en DC elkaar 

in E,‚-en BC en AD 

elkáar in F' ontmoeten. 

Zijn G en H de snij- 

punten der bissectrix 

van / E met BC en 

AD, en I en J die der 

bissectrix van / F' met 

CD en AB, dan moet 

bewezen worden, dat vierhoek GIHJ een ruit is. Zij O het 
snijpunt der bissectrices. Het is dus voldoende aan te toonen, 
dat de diagonalen GH en IJ elkaar in O rechthoekig midden- 
door deelen. Dat ze elkaar rechthoekig snijden, weten we 
reeds, omdat de bissectrices der // HE en F' elkaar snijden 


onder een / O0 = SED 900; zoodat. het voldoende is aan 


te toonen, dat A FGH geliĳjkbeenig is. 

In ADEH en A BEG is / DEH = / BEG, / EDH = 
Z EBG, omdat ze beide / ABC tot supplement hebben, dus 
is ook de derde / DHE =/ BGE=/ CGH. A FGH is dus 
gelijkbeenig ; de bissectrix FO van den tophoek F' staat lood- 
recht op het midden der basis, dus OG = OH. Evenzoo be- 
wijst men, dat A EIJ geliĳkbeenig en OI == OJ is. 

RE GIHJ is dus een ruit. 


Berekening der diagonalen van een koordenvierhoek, 
1088. Van een ingeschreven vierhoek zijn de zijden gegeven. 
Bereken de diagonalen. | 
Oplossing. 

Zij ABCD de ingeschreven vierhoek. 
Stel AB = a, /BC 55, CD == ec, 

AD =d, AC ==, BD:== y. 
Zij R de straal van den omgeschre- 

ven cirkel, dan is 
De Vriend der Wiskunde. X. gi 
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opp. A ABO SPES 
en opp. A ADC = aDe Ee 
dus opp. vierh. ABCD = Le 
of (ab +ed)r—=AR.opp.vierh. ABCD . . . (1) 
opp. A ABD En Alg oee 
on ATBOUS= BC. En 
opp. vierh, ABCD — SGB: AD ESO) 
of (ad + be)y =A4R.opp.vierh. ABCD . . . (2) 
Uit (Ll) en (2) volgt nu „= og et ier RENDU 


Volgens het theorema B ProLemeus is ay =ac + bd . (4) 
dus uit (3) en (4) volgt na vermenigvuldiging, dat | 
_ (ee —J- bd) (ad + be) A | (ac J- bd) (ad + be) 
ab + cd kn V ab + cd 
en na de dat 
_ (« + bd) (ab + Oe py CEE (ac + bd) (ab + cd) 
ad + be Ts Rad boek 
V.p. War & VerBoran; A.J. JANSEN; ÁRCHIMEDES ; 
A.G.p B.; J.F. pe BRUIN. 
Tweede oplossing. 
Zij E het snijpunt der diagonalen. 
Men heeft nu: 


A ABC: A ACD == BE: DE 
A ABC: A ACD=AB.BC: AD. CD 
en ab: cd 
dus ab:cd ma BE: DE 
(ab+ed) : y Ea ab: BE. . (1) 
A ABD: A BOD = AE: CE 
A ABD: ABCD =AB. AD: BC. CD 
jd ad : be 
dus ad : be _ AE: CE 
(ad + be): » a ads AR ne ee 2 
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Uit (1) en (2) volgt nu 
ad + be 2 d AB (3) 
ab + ed ° BES Demen, Dj 
Maar A ADE» A BCE, A 
AE:BE =AD:BC=d:b, 
derhalve zijn de 3e en 4e term in (3) gelijk, dus ook de le 
ev __ ad + be 
y abded" 
Zie verder de vorige oplossing. 





en 2e, d.i. 


Derde oplossing. 


Als ABCD een ingeschre- 
ven vierhoek is, kan men 
met dezelfde zijden nog twee 
andere ingeschreven vierhoe- 
ken ABC,D en ABCD, be- 
schrijven, door achtereen- 
volgens b en d als overstaande 
zijde van a te nemen. Deze 
zijn niet congruent met den 
eersten vierhoek ABCD, doch 
hebben wel hetzelfde opper- 
‚ vlak, omdat zij met het oppervlak van den cirkel dezelfde 
segmenten verschillen. 

Elke twee dezer vierhoeken hebben eene diagonaal van 
dezelfde grootte. Zoo is AC == x eene diagonaal in de vier- 
hoeken ABCD en ABCD, ; BD =y een diagonaal in de vier- 
hoeken ABCD en ABC,D; AC, =BD, = 2 een diagonaal in 
de vierhoeken ABC ,D en ABCD. 

Volgens het theorema van Prouemeus heeft men nu 


in vierhoek ABCD AC.BD =AB.CD+BC.AD 


of Zy =aeddd (1) 
in vierhoek ABCD BD.AC, =AB.C,D + BC, „AD 
of ye =d d- bi 1 ane (2) 


in vierhoek ABCD, AC.BD,=AB.CD, + BC. AD, 
of Basa — AA DER Sebens (9) 
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Uit (1), (2) en (3) volgt door 
het product van (1) en (3) te deelen door (2) 
Pite "(ae + 6d) (ad + be) es ye (ac H- bd) (ad +- be) 
ab + ed ra ab od weed 
het ear van (f) en (2) te deelen door (3) 
_ (at —J- cd) (ac H- bd) sh v (ab + cd) (ac + bd) 
ad + be en ab + cd 
het a van (2) en (3) te deelen door (Ll) 
_ (ab —- ed) (ad +- bj Je (ab + cd) (ad + be) 
ac +- bd oh ac +- bd 


Vierde oplossing. 


Trek BE _1 AD en BF | CD. 
Is / A An dan is 7 BOD stomp; 
E ligt dan op AD, F op het verlengde 
van DC, en / BCF =/ A. 
In A ABD is nu 
BD? — AB? + AD? — 2AE X AD ; 
in A BCD is ° 
BD? —= BO? + CD? + 2CF x DO. 
Dus is AB? + AD? —2AE XxX AD 
== BO? + CD? + 2CF x CD 
of ar dd? —2AEXd=b? Je? + 2CF Xe 
of ar dd? —(b? JC?) =2AE Xd J2CF XC. 
Nu zijn de AA AEB en CFB gelijkvormig, dus 


AE:CF—=AB:0B=a:b, AE= 5 X CF. 
Substitutie van deze waarde van AE in de vorige vergelij 
king geeft: a? 4d? —(b2 + c?) =2d X 7 X CF + 2 X CF 


b 


2 Apen 2 2 
dns __ 2F=— zr * je F2 (02 +e2)l. 

Substitueer deze waarde voor 2CF in de boven gevonden 
vergelijking BD? — BC2J-CD?+2CF x CD = b2+-c?J-2CF xc, 


dan is BD? —= 52 Jc? Harn” + d? Oe) 


, 
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de (ab + ed) (ac + bd) 
Mm AN 
en na herleiding BD? = Bae 
7 _a/ (ab + ed) (ac + bd) 
waaruit BD = ut be 


Op analoge wijze kan AC berekend worden, Ook blijkt ge- 
makkelijk, dat we AC krijgen, door in de voor BD gevon- 
den formule a te vervangen door b, 5 door e,‚c door d en 
d door a (of ook a door d, d door c‚c door b en bdoor a). 
Eindelijk kunnen we gebruik maken van het theorema van 
Proremeus. We vinden: 

RES (ad H- be) (ae + bd) 
3 ab + cd “_W. Meier. 


1089. In een A ABC trekt men de hoogtelijnen AD en CF. 
Als nu BD, CD en AF gegeven zijn, vraagt men den 
A ABC te construeeren. 


Oplossing. 


Algebraïsche analyse. Stel de seg- 
menten BD —=a,, CD ==a,, AF =c, 
en BF —=z, 

Dewijl vierhoek ACDF een koorden- 
vierhoek is, is volgens de bekende snij- 
lijnenstelling : 

BF.BA = BD.BC 


of | ele he,)==a, (a, +4) =04,0 
waaruit or der aja =0 

1 1 
en shot Vla tas 
waarvan het teeken — vervalt, dus 


1 1 
| I= Vie tao. 
Door BF =e is nu de A ABD bepaald en daardoor, dewijl 
DC = a, bekend is, ook A ABC. 


1090. In een gegeven vierkant een vierkant te construeeren , 
waarvan het oppervlak gegeven is, 
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Oplossing. 


Zij ABCD het gegeven vierkant. 

Neemt men, in dezelfde richting om- 
gaande, op de zijden stukken AE = 
BF = CG = DH, dan zijn E‚, F‚, G en 
H de hoekpunten van een ingeschreven 
vierkant. 

Zij AB as All den 

Opp. ing. vierh. —= O , dan is 

EF? —BE?} BE? — (ay)? hz? —= 0 


of MW -— Zar dat 00. . ... (1) 
en r=3 atrv(20—a?)(. 
Discussie. Opdat het vraagstuk mogelijk zij , moet 
20—a? 4 0 
waaruit 20 Di a? 
dus _ Oo À À a? 


O is dus zoo klein mogelijk (minimum), als het gelijk is 
aan de helft van het gegeven vierkant. 


Als Oje? is yv (20—a?)=0 en r=za. 


Het ingeschreven vierkant is dus minimum, als zijne hoek- 
punten de middens zijn der zijden van het gegeven vierkant, 


1 
Voor elke waarde van O » ze verkrijgt men twee waar- 


den voor z. Uit de vergelijking (1) blijkt, dat deze twee 
waarden a tot som hebben; als de eene is y= AE, dan zal 
de andere AE’ —= a — x zijn, en men ziet, dat de vierkanten 
EFGH en EF'G'H' hetzelfde oppervlak hebben. 

Als O == a?, valt het gevraagde vierkant samen met het 
gegeven vierkant. Men vindt dus voor z twee waarden en wel 
©, =a en #, =0, welke beide voldoen. 

Als O > a?, vindt men voor z eene waarde grooter dan a 
en eene andere negatieve. 
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Neemt men ABE gelijk aan den posi- 
tieven wortel, dan liggen de hoekpunten 
E‚ F‚, G, H van het gevraagde vierkant 
EFGH op de verlengde zijden AB, BO, 
CD en DA van het gegeven vierkant 
ABCD. Neemt men de negatieve waarde, 
dan moet —= AE! = BE’ = CG’ = DH 
in tegengestelde richting op de verleng 
den worden afgepast en wel op de ver- 
lengden van BA, CB, DC en AD. Het 
vierkant EFGH is even groot als het vierkant EF'G'H. 
Men ziet, dat O onbepaald groot kan genomen worden en 
bijgevolg geen maximum heeft. 


Rekenkundige Reeksen. 


1091. Voor de 5 getallen a, v, l,»,$ eener rekenkundige 
reeks zijn drie voldoende om de andere twee te bepa- 
len. Men vraagt nu formules te vinden ter berekening 


dezer getallen, als er drie gegeven zijn 
S. J. v. D. VLrer. 


Oplossing. 


Bij de rekenkundige reeksen is men gewoon de som der 
termen voor te stellen door S, den eersten term door a, den 
laatsten term door /, het verschil van 2 opeenvolgende ter- 
men door v en het aantal termen door #. 

Elk dezer getallen kan men berekenen uit drie andere en 
wel op 4 verschillende wijzen, zoodat, als men het van alle 
5 getallen doet, men 5 x4 = 20 formules krijgt. De bere- 
kening dezer formules kost menigeen nog al moeite, al is ze 
niet zoo moeilijk, als de berekening dier formules bij de meet- 
kundige reeksen. *) We zullen trachten op z00 eenvoudig mo- 
gelijke wijze die formules te vinden. 


*) Voor de Meetkundige reeksen wordt verwezen naar no. 
655, bl. 168 in Jaargang VL 


12 


Eerste Groep: 
8 maat) (ad20)… (Lo) 0) 1 
of S Xe MAN 
Uit deze formule berekenen we 3 andere. 
Uit (1) volgt: 
2S=n (a JL) 
28 











Te 

na =2S — nl …_ nl=2S — na 

RE NE jee SEN (4) 

n n n n 

Tweede Groep. Vn (n—l)v..(5) 

Hieruit volgt: a=l—(n—1)v..(6) 
v=(l — a): (n —1).. (7) 
wl —addo 

_l—atv la 
re + 1..(8) 
Derde Groep. Uit (2) en (8) volgt: 
28 lado 
aL v 


hensen ee me Gt +1Ha) … 0) 
Bemet De 
ad 
DN 
2 = ne — a? (a +) 
ar av = U? JW — 2Sp 


am Vrt Eer 


zj + Vc 4 5e)? — 280 (11) 


… 2Sv=lt a? dal) 
2 Hv =S Ja? — av. 


== eVa bor 4280. 12) 
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Vierde Groep: Uit (3) en (6) volgt: 
B (nde 

28 — 2nl — (n — 1) nw 
S= |U (010 (13) 


(n — 1) nv = 2nl — 28 
_ 2(nl — 8) 
On 
2nl = 2S H-(n — 1) nv 
_ 28 (n — 1) nv S , (—l)v 
Bd of TT …(15) 
28 = nl — ntv J- nv 
niv—-n vt) 28 =0 


vJ- 21 28 
GE 
en AE _28 


_ 





2v v 
-/ EEn 
ee + 2E Zi 21) 8Sv (16) 


Vijfde Groep: Uit (4) en (5) volgt: 
che, zat(n—l)v 





S=} 2na + (n — Dl =p Vaa + (n— 1e (17) 
2S — 2na H (n — 1) no 
az |2s — nr — Dv 


Sed 
dn er 4 jel8) 





dE at ACH rd) 
” n 
_ 2(S — 70) 
Oe (19) 


28 == 2na + (n — 1) nv 
n?v— nv + 2na == 28 


mna. 


Za —v 


(pmen EOD 
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GEE 25 
v 


= a er 
kn (20) 


De formules voor S zijn 


N Ù 
” 


” 


3 bed % 3% 


” 
„ U 
„ NÀ 
nt 


» 


1092. Los z op uit: 


” 


” 
” 
” 


2v 
9,13, 17. 
5, 12, 15. 
6, 11, 18. 
Stul on 20. 
10,14, 2193 
S. J. vaN DE Vrrer. 


1 
4, 
3, 
2 
7 


ze dBot fe dattie l=0, 


De vergelijking 


Oplossing. 


pet Bet 2 ot —J- jet Het l=0 


is eene wederkeerige vergelijking van oneven macht en heeft 


een wortel — 1. 


Deelt men deze vergelijking door # + 1, dan is: 
zt J 23 L De +2 1=0. 
Deze vergelijking door x?% gedeeld, geeft : 


attest ged, 
of dt en 
of (e HE) Heet) =0. 


Stel rH5 =y, dan is (y 1)? zi, 


dus fims en y= 2: 


1 


Nu is 210, dus #, =—1. 


1 1 
Is temin 


dan is 


15 


| 
n= glt —15) en mil 15) 


1 
Re ‚= 2, dan is 
1 1 3 
EE en —j CD 2; lj 


J. Tu. De en J.B. BAKKER; ARCHIMEDES; 
W. Meiser; v. np. War & VeERBORGH. 


1093. Los z op uit: 
zt 1 Ar —3 


3 Bd 
eas TZ, 15625 0,04. 





Oplossing. 
rd 1 4Aa—3 


Rn xJ- 2 54 4 
In de vergelijking 625 : 15625 = 0,04 is 


625 —= 252, 15625 —= 25% en 0,04 = ZDA 
dus verkrijgt men it de gegeven vergelijking de Mleede 


2(zJ-1) 3(44—3) 








2 Dr—d 2e 
or LOR 
2(rH1)  3(4r-3) 
2 bxd ki 
en hieruit 25 en, =£ 25 E 
8 2 (ed 1) NAS Ger Slee nee 
dus is in A Bs 1. 


Na herleiding dezer vergelijking vindt men 


(rx — 2) Ca 


waaruit v, = J-2 en net 
Tweede oplossing. 
Omdat 625 — 54, 15625 = 5 om 0,04 = 5 * heeft men 


zl Ax—ö 


3 Ee 
gf (5e) gee & an BAS 
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é 4at-4 _ 24r —18 
on bed 0 
waaruit Ee 8 d == 2 
5 Aad 428 5 22 125 — 9 ERD 
v4-2 beads et a 2 bren 


waaruit #, =2 en z, = 3 


V.p, War & VerBorer; Arcrimepes; W. Meijer. 
1094, Los z en y op uit: 
(arr )jet Be (ary + Bnn ed. JS IE 
| Oplossing. 


Voor ( at) ae EE (a2yTf kan men schrijven 
EH) (9-2) 2 8 


’ 


waaruit volgt (2-2) (1-2) =—8, 
of vy— 2248, zy — Wy =—4 ..(Ì) 
Noorani aen en schrij ven 
Sw—4(5y—3) __ z—1—(3y—10) 
a nn » 
dus ST — 4 —(5y—3) =# — 7 — (3y — 10) 


3L—y—l=r— 3; 2 Wy 4=0enrs=y 2. 
Substitueer deze waarde voor z in (1), dan krijgt men: 
y(t?) — 2 (gt?) F4 
of 9? +2y=—=0, dus y—=0 of —2, en sv=g J2—=2 of 0. 

Er voldoen dus 2 stellen waarden: 7, = 2,4; = O en 
Dame 0. 
Bij deze oplossing is ondersteld, dat a van 1 verschilt. 
Is a=1, dan kunnen z en y willekeurig genomen worden, 
A.G.p.B; J.B. BAKKER; v.p. WAL & VeRBORGEH; 
W., Meiser. 


1095. Bepaal de geheele positieve waarden van z, y enz uit: 
vd-y—d2—=—19 en 3z J- Ty — 823. 


11 





Oplossing. 
Elimineer 4. 
ed y— 4e 19 en 3z Jy — 82 == 3 
DEN Tt 
Tx J- Ty — 282 —= — 133, Te 7y — 282 = — 133 
— ba + 2025 4186 
4| 
5e — == 34 
dus 5e —= 34 Je 
in vh 4 
en Bg Stg 
Stel EEn dan is z=bp—4 of, als wep=n+l 


5 
stellen, dan wordt # == ön +1, dus 
en y=8—n. 
Uit y =8—n volgt, dat » niet grooter dan 7 kan zijn. 


Is nu rm RN Ee ET PEER CONTE 
dan is =bnH1l = 1,6, 11, 16, 21,26, 31, 36, 
dm CKO OO Zie 
zen 1 =7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. 


1096. Twee boden vertrekken gelijktijdig van A, de eerste 
naar B en de tweede naar het 12 KM. verder verwij- 
derde C. Zij bereiken gelijktijdig, na 8 uur namelijk, 
de plaats hunner bestemming. Als de eerste over een 
weg van 18 KM. 1 uur langer werk heeft dan de tweede, 
hoever ligt A dan van B en hoeveel KM. legt elke bode 
per uur af? (Van een examen.) 


Oplossing. 


Noemen we den eersten bode P, den tweeden Q. Stel, dat 
P per uur x KM. aflegt. Q legt in 8 uur 12 KM. meer af 


dan P, dus in 1 u. 15 KM. meer, di. x + 15 KM, Om 18 
KM. af te leggen heeft P noodig el uur en Q EEE x1 


xJ- 1 
uur. En daar P hiervoor 1u. langer werk heeft dan Q, is 


18 


1 1 
18 18 REN 1 ne 
IB CET en EERS 0E IE 
215 5 (et; 
1 BEE EEM 
dus rl 21; ) =— 27, waaruit tit Dn of — 6, 


1 
Doch daar z positief moet zijn, voldoet alleen # = do: Alzoo 


legt P per uur 4, KM., Q 45 + E —6 KM. af, en is de af- 


stand AB == 8 x 4, KM. = 36 KM. W. Meier. 
Anders. 
Stel AB == zKM., dan is AC = z12 KM; P legt per uur 


XI1IKM., Q ain X1KM, af. Om 18 KM, af te leggen 


% 


8 








heeft P noodig 18: 5 X Vn lu,enQ 18: 
Eldee ern ie 4 eld LE NN 
mi oetd2r een edele alde 
12 1 
ME ete Ee . 
te Taj ig 2 Le v(m 412) =12X144 of 22 +122 
= 1728, waaruit e= —6 J- 11764 —=—6 J- 42 — 36, 


AB isdus =36 KM., P legt per uur at > Xx 1KM,= 5 KM, 


© dh 
5 u. 


36 J- 12 
n Q Ee Sone ee KM W. Mazar 


Derde oplossing. 
A B C 
| [A2 KMR 
nn 


De eerste bode vertrekt van A naar B en gelijktijdig ver- 
trekt de tweede bode van A naar C, dat 12 KM. van B ver- 
wijderd is. Zij bereiken gelijktijdig, na 8 uur, de plaats 
hunner bestemming. 

In 8 uur legt de tweede bode dus 12 KM, meer af, dus in 


1 uur 1, KM. meer dan de eerste bode. 
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Stellen we, dat de eerste bode per uur ( L— ij KM, af- 


legt en de tweede bode per uur (w +5 ) KM, Overeen weg 
van 18 KM. heeft de 1e bode 1 uur langer werk dan de 2e, 


18 
zoodat we vinden: Ln TEN ne 
1 1 9 9 
0 en ed vh L_—_ En _— 
Dus: 1824 1ä5 185 + 13 r Tae Ue 
4 OA Egt 
waaruit BES 27 TO 5: 


De le bode legt per uur af 
(aj) KM = = (553 ) Ka — 45 KM. 


en de tweede bode (ei ) KM. = (575) KM. =6 KML 
per uur. 
De afstand van A tot B, oe door den eersten bode in 8 uur 


afgelegd wordt, is dus 8 X 4, KM. = 36 KM. 


V. p. War & VERBORGH, 


1 


97, Vermind E34 t) (d—2a* 
1097, erminder 5 (« —J- 34 2) (a 2a ) met 


1 ek 1 es 
5 (© JL 2a il (+ —3a * ) ; vermenigvuldig de rest 


met 6 (+ EP Jen en deel het produkt door 


Ee 3 
ek (Van een examen.) 


(ad 6) 
Oplossing. 
OUR and AAN Band 
1 1 eest 
at J-3a * a? J-2a * 


Eb RD 
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5 ( aE-30Tt ) ( ara? ) in z(atpaat) (dts) 





Pt 1 —l 
EN De 3 ( (a — 1—6a ) 
Lin, Slanct —l 
o(1 0!) Gn UE 
1d a—l 

Hi aa — 64" +5) 


EE (a—6a*+5) =d 


_ 426 F5a (aa 6) a 


a—l a—l 
) =(at0)E=(a 0) Tats; 
(a +6): (a +6) =1. | 


ArcarmepES; E.C.K.; A. GD. B; J. Tu. p. Bruin; 
v.D, War & VerBorer; J.B. Bakker; W. Marsen. 


( 1 
(a +6)? 


Tweede oplossing. 


=z(vat je (ve mans en 
_(a+3)(a—2) (a+ 1 
En 2a 3a 
_(a+6) (al) 
6a 


e(1—a 1)! (CDK 


6a 
____64a B 
ne 6a dtp 


En (a +6): ( 


Verder is 


Em (a+6) (a 4 6)=1. 
te Ren 
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Een bol om en in een pyramide. 


Een pyramide kunnen wij ons ontstaan denken , doordat 
men de hoekpunten van een veelhoek met een willekeurig 
punt buiten het vlak van dien veelhoek door rechte lijnen ver- 
bindt, of doordat men door een veelvlakshoek een plat vlak 
brengt, dat alle ribben van den veelvlakshoek snijdt. 

Kan om den veelhoek een cirkel beschreven worden, 
zoo kan om de pyramide zelve een bol beschreven worden. 

In het middelpunt van den cirkel om het grondvlak richten 
wij een loodlijn op dat vlak op. Die loodlijn is de meetkun- 
dige plaats van de punten, welke evenver van de hoekpunten 
van het grondvlak zijn verwijderd. Door die loodlijn en den 
top P brengen wij een plat vlak, dat den cirkel bv. in A 
snijdt, In dit vlak deelen wij de lijn AP rechthoekig midden- 
door. Deze deellijn snijdt de normaal in een punt, dat even- 
ver verwijderd is van den top P als van de hoekpunten van 
het grondvlak. Het is dus het middelpunt van een bol, die 
door alle hoekpunten van het lichaam gaat. 

Uit het bewijs blijkt tevens, dat maar één bpl mogelijk is. 

Ook is het omgekeerde waar. Is om een pyramide een bol 
beschreven, zoo zal toch het grondvlak den bol volgens een 
cirkel snijden, in welks omtrek de hoekpunten van het grond- 
vlak zijn gelegen. 


Wanneer in den veelvlakshoek een bol beschreven kan 
worden, zoo geldt dit ook voor de pyramide. 

Wij zullen eerst bewijzen, dat , wanneer in een veelvlaks- 
hoek een bol beschreven kan worden, er dan een oneindig 
aantal ingeschreven bollen zijn, waarvan de middelpunten in 
een rechte lijn liggen met het hoekpunt. 

Het vlak, dat den hoek, gevormd door twee vlakken, mid- 
dendoor deelt, is de meetkundige plaats van de punten, die 
evenver van die vlakken verwijderd zijn. Kan in een veel- 
vlakshoek een bol beschreven worden , zoo bestaat er een punt, 
dat evenver van de zijden verwijderd is. De vlakken, die de 
hoeken van den veelvlakshoek middendoor deelen , hebben dat 

De Vriend der Wiskunde. X. 6 
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punt gemeen. Behalve dat punt hebben zij ook het hoekpunt 
gemeen ; en dus ook de lijn, die beide punten vereenigt. Zij 
snijden elkander dus volgens één lijn. Deze lijn is de meet- 
kundige plaats van de punten, die evenver van de zijden des 
veelhoeks verwijderd zijn en dus tevens van de middelpunten 
der bollen, die aan die zijden raken. 

Heeft nu de veelvlakshoek in den top eener pyramide de 
eigenschap, dat hij de rij van ingeschreven bollen toelaat, 
zoo hebben wij in de lijn der middelpunten slechts een punt 
te bepalen, dat evenver van het grondvlak als van een der 
zijvlakken verwijderd is. Daartoe deelen wij een van de twee= 
vlakshoeken aan het grondvlak door een plat vlak midden- 
door. Het snijpunt vau dit vlak met de lijn is het gevraagde 
middelpunt van den ingeschreven bol, Dat slechts één punt 
als zoodanig voldoet, blijkt tevens uit het bewijs. 


Om iederen driehoek kan een cirkel beschreven worden en 
daar de vlakken, die de hoeken van een drievlakshoek mid- 
dendoor deelen, elkander volgens één rechte snijden, laat iedere 
drievlakshoek de rij van ingeschreven bollen toe. Hieruit 
volgt, dat om en ón iedere driezijdige pyramide een bol be- 
schreven kan worden. 

Om en in een veelzijdige pyramide kan in ’t algemeen geen 
bol beschreven worden, daar om een willekeurigen „-hoek 
geen cirkel beschreven kan worden, en in een willekeurigen 
n=vlakshoek de vlakken, die de hoeken middendoor deelen, 
elkander niet volgens één lijn snijden. 

Om een regelmatigen veelhoek kan steeds een cirkel be- 
schreven worden, en gemakkelijk is te bewijzen, dat een regel- 
matige veelvlakshoek, d.i. een met gelijke hoeken en zijden, 
de rij van ingeschreven bollen toelaat. Er kan dus altijd een 
bol beschreven worden om een pyramide, waarvan het grond- 
vlak regelmatig, en in een pyramide, waarvan de veelvlaks- 
hoek in den top regelmatig is. Een regelmatige pyramide 
heeft dus zoowel een om- als een ingeschreven bol, 
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Wanneer om een pyramide een bol beschreven kan worden, 
kan er ook een cirkelvormige kegel om beschreven worden. 
Men neme den top der pyramide tot top van den kegel en 
den eirkel om het grondvlak tot richtlijn, Deze kegel is recht, 
wanneer de top loodrecht gelegen is boven het middelpunt van 
den cirkel om het grondvlak , anders is hij scheef, 

Wanneer in een veelvlakshoek een bol beschreven kan wor- 
den, kan er steeds een recht cirkelvormig kegelvlak in be- 
schreven worden. De vlakken, die de hoeken middendoor 
deelen, snijden elkander volgens een rechte lijn. Deze lijn 
maakt gelijke hoeken met de zijden van den veelvlakshoek. 
Wanneer wij nu een van die hoeken om de snijlijn der deel- 
vlakken laten draaien, ontstaat een recht cirkelvormig kegel- 
vlak, dat aan de zijden raakt. 

Nemen wij een vier- 
vlakshoek OABCD, 
die de rij van inge- 
schreven bollen toe- 
laat, en waarin dus 
ook een recht cirkel- 
vormig kegelvlak kan 
beschreven worden. 

Wij brengen een 
plat vlak aan, lood- 
recht op de lijn OM, 
de sniĳlijn der vlakken, die de hoeken middendoor deelen. Dit 
vlak snijdt den viervlakshoek volgens een vierhoek ABCD en 
het ingeschreven kegelvlak volgens een cirkel, die de zijden 
van den vierhoek in de punten E,‚F,G en H raakt. Nuis 
DE —=DH als raaklijnen, uit een zelfde punt aan den cirkel 
getrokken, OE = OH als beschrijvende lijnen van den kegel, 
die O tot top en den cirkel tot grondvlak heeft. De drie- 
hoeken ODE en ODH hebben dus twee zijden gelijk en één 
zijde gemeen; zij zijn dus congruent, 

Hieruit volgt: Z DOE —= 4 DOH. 


Evenzoo bewijzen wij: Z£ EOA==L AOF 
COG =Z COH 
L. GOB = 4 BOF. 


Door samentelling komt: LAOD+£BOC = LAOB +4 COD, 





84 


Wij hebben dus: Van een viervlakshoek, waarin een rechte 
cirkelvormige kegel kan beschreven worden, zijn de sommen 
der overstaande zijden even groot. 

Het omgekeerde is ook waar. Laat gegeven zijn: 

Z AOD 4/4 BOC=/ COD J/ AOB. 

Deel de hoeken op de ribben OA en OB middendoor. Die 
vlakken snijden elkander volgens de lijn OM. Deze maakt 
met de vlakken DOA, AOB en BOC gelijke hoeken. Wij kun- 
nen nu een recht cirkelvormig kegelvlak construeeren met OM 
tot as, die aan die drie zijden raakt. De zijde COD zal nu 
geheel buiten het kegelvlak vallen, het snijden of het raken, 
In het eerste geval zou men door OD een raakvlak aan den 
kegel kunnen brengen, dat de zijde BOC volgens een lijn 
OO’, die tusschen OB en OC ligt, zou snijden. Hieruit zou 
volgen: / AOD+4/ BOO’ = / AOB 4/4 COD. Wanneer 
wij dit van de vergelijking in het onderstelde aftrekken, komt 
er: COD — /C'OD = / COC! of COD = /COD + / COC. 
Dit is niet mogelijk. De hoeken C'OC, COD en COD zijn 
de zijden van den drievlakshoek OCC'D, en in een drievlaks- 
hoek is de som van twee zijden grooter dan de derde. Even- 
min kan de vierde zijde den kegel snijden. Zij moet hem 
dus raken. 

Wanneer wij de bewezen eigenschap op de vei py- 
ramide overbrengen , krijgen wij: 


Zal in een vierzijdige pyramide een bol beschreven kun- 
nen worden, zoo is noodig en voldoende, dat de sommen 
der overstaande zijden van den top-viervlakshoek gelijk 
zijn. 

Deze eigenschap komt dus overeen met de volgende: 

Zal om een vierzijdige pyramide een bol beschreven kunnen 
worden , zoo is noodig en voldoende , dat de sommen der over- 
staande zijden van het grondvlak gelijk zijn. 

Wij kunnen verder bewijzen, dat bij iedere 2u-zijdige py- 
ramide, waarin een bol beschreven kan worden, de som van 
de niet aan elkander grenzende vlakke hoeken in den top ge- 
lijk is aan de som van de andere. Het omgekeerde van deze 
eigenschap is echter niet waar. 
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Wanneer om een bol een veelvlak beschreven is,en wij 
vereenigen het middelpunt van den bol met al de hoekpunten, 
zoo wordt het lichaam verdeeld in pyramides, wier hoogte 
“gelijk is aan den straal van den bol en wier grondvlakken te 
zamen het oppervlak van het veelvlak vormen. Hieruit is de 
eigenschap af te leiden : 


Wanneer in een veelvlakkig lichaam een bol beschre- 
ven kan worden, is de straal van dien bol gelijk aan 3 
maal den inhoud, gedeeld door het oppervlak van het 
lichaam. 


Deze eigenschap geldt dus ook voor de pyramide, waarin 
een bol beschreven kan worden. 

Wanneer in een pyramide een bol beschreven kan worden, 
dan kan er ook altijd een bol beschreven worden, die het 
grondvlak en de verlengden van de zijvlakken raakt. Het 
vlak, dat een der buitenhoeken op de ribben van het grond- 
vlak middendoor deelt, snijdt de lijn, die de meetkundige 
plaats is van de punten, ‘welke evenver van de opstaande 
zijden gelegen zijn, in een tweede punt, dat evenver van al 
de zijvlakken der pyramide verwijderd is. Dit ós het middel- 
punt van een aangeschreven bol, 

Als wij dit punt met al de hoekpunten van de pyramide 
door rechte lijnen verbinden, ontstaan er „ driezijdige pyra- 
mides en één n-zijdige pyramide, waarvan de hoogte gelijk is 
aan den straal van den bol. De gezamenlijke grondvlakken 
van de eerste vormen het zijdelingsch oppervlak van de ge- 
geven pyramide, terwijl deze hetzelfde grondvlak heeft: als de 
n-zijdige. De som van de 3-zijdige pyramides, verminderd 
met de »-zijdige, levert de gegeven pyramide op. 

Hieruit leiden wij af, dat 

de straal van dien aangeschreven bol gelijk is aan 3 
maal den inhoud der pyramide, gedeeld door het verschil 
tusschen het zijdelingsch oppervlak, verminderd met het 
grondvlak. 


Wanneer wij het grondvlak G, het zijdelingsch oppervlak 
Z en den straal van den in- en dien van den aangeschreven 
bol 7 en R noemen, hebben wij dus: 


31 1-70 
mz gE 
3 I 1 ZG 
ged Bee 
ri Senn OREN 


Nu is 3I —= G x de hoogte der pyramide. 
Deze hoogte Ah noemende, krijgen wij dus: 
Dg HAL 
7 — r dn R . . . e . . e (1) 
Wanneer wij in aanmerking nemen, dat h en 7 in tegen- 
gestelde richting gemeten worden als R,‚ komen wij tot de 
volgende eigenschap: Men pyramide, waarvan de top-veel- 
vlakshoek de rij van ingeschreven bollen toelaat , heeft steeds 
een in=- en een aangeschreven bol, 


De algebraïsche waarde van de hoogte der pyramide is 
harmonisch middelevenredig tusschen die van de stralen 
des in- en aangeschreven bols… 


Zal in een afgeknotte pyramide een bol beschreven kunnen 
worden, zoo moet de pyramide, waarvan zij een deel uit- 
maakt, dezelfde eigenschap bezitten. Dit is echter niet vol- 
doende. Daar grond- en bovenvlak der afgeknotte pyramide 
evenwijdige raakvlakken aan den bol zijn, moet hun afstand 
gelijk zijn aan de middellijn van den bol. Slechts op één 
manier kan men dus van een pyramide, waarin een bol be- 
schreven kan worden, een afgeknotte pyramide vormen, waar- 
voor dezelfde eigenschap geldt. 

Bij zulk een afgeknotte pyramide kan men tevens op grond- 
en bovenvlak een aangeschreven bol construeeren. Noemen 
wij den afstand van het punt, waarin de opstaande zijvlakken 
elkander snijden tot grond- en bovenvlak h en h,, terwijl wij 
de stralen der drie bollen achtereenvolgens met R‚, R, en 
R, aanwijzen. 

Wij hebben dan volgens formule (1): 

2 1 1 h R‚R, 


ITR B CATE 








Evenzoo. B BE RE, Te 
Door aftrekking vinden wij: 
R 2 R, R ‚R 


nn mmm 


en na herleiding: R‚? =R;R. 

De straal van den ingeschreven bol bij zulk een afgeknotte 
pyramide is dus meetkundig middelevenredig tusschen die van 
de aangeschreven bollen. 

Deze eigenschap hadden wij ook gemakkelijk kunnen bewij- 
zen uit de gelijkvormigheid van de 3 pyramides en die van 
de 2 afgeknotte pyramides, welke ontstaan, 

We leiden er verder de eigenschap uit af: Gegeven zij 
een veelvlakshoek, die de rij van ingeschreven bollen toelaat. 
Men beschrijft een dier bollen, brengt een raakvlak aan dien 
bol, construeert een bol, die de zijden van den veelvlakshoek 
en dat vlak raakt, brengt daaraan een raakvlak, evenwijdig 
aan het eerste, en herhaalt deze constructie. Nu zullen de 
stralen van de aldus verkregen bollen een meetkundige reeks 
vormen. 


Zal om een afgeknotte pyramide een bol beschreven kunnen 
worden, zoo moet de pyramide, waarvan zij een deel uit- 
maakt, evenzoo die eigenschap bezitten. Deze voorwaarde is 
echter niet voldoende. De loodlijnen, die men in de middel- 
punten van de cirkels, welke men om grond- en bovenvlak 
beschrijven kan, opricht, moeten samenvallen. Daar de lijn, 
die beide middelpunten verbindt, door den top der niet afge- 
knotte pyramide gaat, moet deze beschreven kunnen worden 
in een rechten cirkelvormigen kegel. Dan zal elke doorsnede, 
evenwijdig aan het grondvlak, een afgeknotte pyramide geven, 
waarom een bol beschreven kan worden. 

Om een afgeknotte regelmatige pyramide kan dus steeds 
een bol beschreven worden. Een ingeschreven bol heeft men 
alleen dan. wanneer de halve hoogte middelevenredig is tus- 
schen de apothema’s van grond- en bovenvlak. 


Hellevoetsluis , Januari 1895. C, van DE Purre. 
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Een paar eigenschappen van een driehoek. 





IL. Zĳ ABC een willekeurige driehoek, M het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel, dus de voetpunten a, 5, c der 
loodlijnen Ma, Mb, Me op de zijden de middens der zijden BC, 
AC, AB; N het middelpunt van den ingeschreven cirkel, en 
de lijnen de, ef, df, die de voetpunten d, e, f der loodlijnen, 
uit N op de zijden neergelaten, verbinden, de raakkoorden 
behoorende bij de hoeken, die de zijden twee aan twee in- 
sluiten; AN, BN en CN dus de bissectrices der hoeken. 

Laten we nu uit B en C de loodlijnen BD en CK neer op 
de bissectrices van / C en / B, dan liggen de voetpunten D 
en K op de raakkoorde ef van den derden / A. 

Zij D het snijpunt van de bissectrix van / C met raakkoorde 
ef , dan moet aangetoond, dat / BDC —= 90°; verbinden we 
D met e en met d, dan is De —= Dd, want A DCe 2, A DOd 


(2 zijden en ingesloten hoek == : L.C), dus 
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L DeO =L DAC = W+ LA. 


1 
2 
en dus / DNB == 90° ee LA. Hieruit volgt, dat N en d 


Derhalve / DdB —= 90° —- 4 A, Ook is / BNC = 90° + 3 LÀA 


op den cirkel liggen, die BD tot koorde heeft en een hoek = 
90° — 5 L.A bevat; maar dan staan / BDN en £ NdB op 


bogen, die samen 360° zijn, dus omdat £ NdB == 90°, is 
ZL. BDN — 90°. Geheel op dezelfde manier bewijst men, dat 
het snijpunt van de bissectrix van £ B met raakkoorde ef ver= 
bonden met G een hoek BKC == 90° maakt. 


IL. De lijn, die de middens c en a van AB en BC ver- 
bindt, gaat eveneens door D. 

Verlengen we CA, tot ze het verlengde van BD snijdt in 
een punt P, dan is, omdat BD loodrecht staat op de bis- 
sectrix van /C,CP= CB en dus BD —= DP, zoodat D een 
punt is van de meetkundige plaats der middens van lijnen uit 
B naar CA getrokken; derhalve ligt D op de lijn, die // AC 
de zijden BA en BC halveert. 


III. Laat de bissectrix van / A den omgeschreven cirkel 
snijden in E,‚en uit B de loodlijn BF neergelaten worden op 
CE (verlengd) dan is CF — de som der loodlijnen uit B en 
C op de raakkoorde van den hoek A neergelaten. Deze stel- 
ling bewijzen we, door op te merken, dat de hoek tusschen 


die loodlijnen en de naastliggende zijde = SLA ; terwijl de 


hypotenusa’s respectievelijk Bf —= s—b en Ce — s —C zijn, 
Laten we nu uit d de loodlijn JL op CF neer, dan is 
AdCL2. A eCO enzv. 


IV. Is c het midden van zijde AB, dan is cD =cf= cb, 
als G- het voetpunt is der loodlijn uit A op dedeellijn van Z C 
neergelaten, 
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Evenals zooeven in II toonen we aan, dat G ligt op de lijn, 
die de middens van AB en AC verbindt en tevens op de raak- 
koorde df (zie I). Omdat cG // BC en A Bfd gelijkbeenig 
(Bf = Bd) is ovk ct —= cf, en daar cD // AC is A Def 2 A eAf, 


dus gelijkbeenig, en cf =cD = ze — (Ss —d) = (a — b). 


V. Omdat A BDC, A BKC, A BFC alle rechthoekig zijn 
met BC tot hypotenusa, liggen de punten D, K, F âlle 
op den cirkel, op BC als middellijn beschreven. Daarom is 


dus elk dier punten op een afstand == 7e van het midden 


van BC gelegen. 

Door het punt D gaan dus: 

le. de bissectrix van / C; 

2e. de loodlijn uit B daarop neergelaten ; 

3e. de raakkoorde behoorende bij hoek A van den inge- 
schreven cirkel (de poollijn van A ten aanzien van den 
ingeschreven cirkel); 

4e. de lijn, die de middens van de zijden BC en BA verbindt; 


5e. de cirkel, uit het midden van AB met 5e) als 


straal beschreven ; 

6e. de cirkel op BC als middellijn beschreven. 

Eveneens gaan 6 lijnen en cirkels door elk voetpunt van 
eene loodlijn uit een hoekpunt op de binnenbissectrix van een 
anderen hoek neergelaten, 

Uit het voorgaande laten zich eenvoudig de oplossingen vin- 
den van de volgende vraagstukken: 

Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: 

le. een zijde en de ligging van de raakkoorde bij het over- 

staande hoekpunt ; 

2e. een zijde, de straal van den omgeschreven cirkel en een 

punt van die raakkoorde ; 

3e. een zijde, een hoek aan die zijde en een punt van die 

raakkoorde ; 

4e, de raakkoorde en daarop de punten D, f en e benevens 

den tophoek, H. SrersMa, 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 1081—1097 zijn ingezonden door : 


Archimedes, 1087—1089, 1092—1097. 

A. G. d. B., 1081, 1082, 1084—1091, 1093 —1097. 

J. B. Bakker, 1092, 1094, 1095, 1097. 

J. Th. de Bruin, 1081, 1087 —1089, 1091, 1092, 1095 —1097. 
A. J. Jansen, 1081—1094, 1096, 1097. 

E. O. K., 1082, 1084, 1087—1094, 1096, 1097. 

W. Meijer, 1081—1097. 

V. d. Wal & Verborgh, 1081—1084, 1086 —1097, 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
met verwijzing naar de oplossingen. 


306. Construeer een driehoek, waarvan een hoek en twee 
medianen gegeven zijn. Ha 165 
Opgelost in De Vriend, VIII, no. 921. 


307. 


308. 


309. 


319, 


311. 


312 


313. 


314. 
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Een cirkel te beschrijven, die door 2 gegeven punten 
gaat en een gegeven cirkel raakt. | 
(KrarPerR, [, no. 483.) AME 
Opgelost in jaargang VIII, blz. 159. 
Wanneer men een geheel getal , dat een volkomen derde- 
macht is, door 9 deelt, kunnen de resten alleen O, 1 
of 8 zijn. Bewijs dit. Pest 
(Dr. E. Hers, Algem. Herhaling , no. 120). 
Opgelost in jaargang VIII, no. 8954. 


Een gelijkbeenig trapezium in twee deelen van gelijken 
inhoud te verdeelen door eene lijn evenwijdig met de 
diagonaal. 

(Eindexamen H. B. S. 1883.) B ORE 


Opgelost in jaargang IV, no. 451. 
De Maatschappij van gemeente-erediet levert aan de ge- 
meenten kapitalen, waarvoor deze 68 jaar lang 5 °/, 
interest moeten betalen , om zoodoende tevens het kapitaal 
te delgen Indien nu de Maatschappij hare gelden tegen 
5 °l, kan verkrijgen en hare administratiekosten ì ijd 
’s jaars van die opgenomen gelden bedragen , hoeveel 
zal dan na die 68 jaar hare winst ten honderd bedragen. 
(Eindexamen H. B. S. 1871.) eere 
Opgelost in jaargang IV, no. 440. 
Theorema van Pascan. Als men de overstaande zijden 
van een zeshoek, die in een cirkel beschreven is, ver- 
lengt, tot zij elkaar ontmoeten, dan liggen de drie ont- 
moetingspunten in eene rechte PSOne 
Opgelost in jaargang I, bl. 169, no. 10, 
Theorema van DesARGUES. 
Zie Supplement, VI, 1894, no. 412. PUREE 
Theorema van Euumr en STEWART. 
De Vriend der Wiskunde, jaargang III, no. 221. 
ERG Ane 
Een driehoek te construeeren, als de hoogtelijnen ge- 
gegeven zijn. 
(KNAPPER, no. 352.) J. T, pe Bruin. 
(Zie jrg. IT en IT no. VI en jrg. VIII no, 940.) 


315. 


316, 


314, 


318, 
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Als M‚, M,‚, M, en M, de middelpunten, », #,, 7 
en 7, de stralen zijn van den ingeschreven en de aan- 
geschreven cirkels van een A ABC en R de straal des 
omgeschreven clrkels , dan is: 

MA .MB .MC =4Rr? 

M‚A.M,B.M,C =4Rr,? 

M‚A.M,B. M.C =4Rr,? 

M‚A.M.B. M,C =4Rr,?. 
(Zie jrg. II, no. XXVII.) (Krarrer, 511.) 
Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste hoek- 
punt verbindt met het vijfde, het vijfde met het negende, 
enz., telkens drie hoekpunten overslaande, dan is de 
zijde van den regelmatigen stervormigen vijftienhoek , 
dien men verkrijgt, uitgedrukt in den straal des om- 
geschreven cirkels, gelijk aan 

ER (10425) — 3015). 

(KNAPPER, 546.) J. T. ve Bruin. 
(Zie jrg. V, no. CVII) 
Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste hoek- 
punt verbindt met het derde, het derde met het vijfde, 
enz. , telkens één hoekpunt overslaande, dan is de zijde 
van den regelmatigen stervormigen vijftienhoek, dien 
men verkrijgt, uitgedrukt in den straal des omgeschre- 
ven cirkels , gelijk aan 


7R v15 +3 (10— 25) |. 


(KNAPPER, 547.) J. T. pe Bruin. 
(Zie jrg. V no. CXX.) 

Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste 
hoekpunt verbindt met het achtste, het achtste met het 
vijftiende enz. , telkens zes hoekpunten overslaande, dan 
is de zijde van den regelmatigen stervormigen vijftien- 
hoek , dien men verkrijgt, uitgedrukt in den straal des 
omgeschreven cirkels, gelijk aan 


zR vis 4v3d-rv(10 — 25) (. 


(KNAPPER, 548.) J. T. pe Bruin, 
(Zie jrg. V no. CXXI.) 


319. 
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In een cirkel zijn twee regelmatige veelhoeken beschre- 
ven. De zijde des eenen is a en die des anderen, die 
driemaal zooveel zijden heeft, is 5. Hoe groot is de 
inhoud van den cirkel ? 

(KrNarPeERr , 590.) J. T. pr BRUIN. 
(Zie jrg. VII no. 909.) 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1895 franco 


1118 


1119. 


1120. 


1121. 


1122, 


I128. 


bij den Redacteur A. J. van BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Uit het zwaartepunt eens driehoeks heeft men de Îood- 
lijnen op de zijden neergelaten ; als nu deze loodlijnen 
gegeven zijn, vraagt men daaruit de zijden van den 
driehoek te berekenen. 

Een parallelogram te construeeren, waarvan de hoogte 
gegeven is, dat zoo groot is als een gegeven vierkant, 
terwijl de som der tweede machten van de diagonalen 
van het parallellogram gelijk is aan een ander gegeven 
vierkant. (L. M. Ex.vrgst.) 

Bewijs, dat de hoogte van een geliĳjkbeenig trapezium, 
waarin een cirkel kan beschreven worden , middeleven- 
redig is tusschen een schuine zijde en de lijn, die de 
beide raakpunten van den cirkel met de schuine zijden 
verbindt. (L, M, Ex‚-vrgst.) 

Van een A ABC zijn de omgeschreven cirkel M, het 
hoogtepunt O en de zijde AB gegeven. Construeer dien 
driehoek. H. SreRSMA, 
Als een mediaan eens driehoeks gelijk is aan de helft 
der overstaande zijde, dan is de hoek, waaruit zij ge- 
trokken is, == 90°. Bewijs dit,en pas deze stelling 
toe op de constructie van de meetkundig middeleven- 
redige tusschen twee gegeven rechten. H. D. U. 
Een trapezium ABCD middendoor te deelen, door eene 
lijn, getrokken uit een punt P buiten het trapezium , 
tusschen de verlengden der evenwijdige zijden AD en 
BC gelegen. (*.) 


I124. 


1125. 


1126. 


1127. 


1128. 


1129. 


1030. 


1131. 


1132. 


1133. 
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Door een punt P van den boog AB van een cirkel- 
kwadrant AMB trekt men eene raaklijn, welke de ver- 
lengde stralen MA in C en MB in D snijdt, Als men 
nu PE _! MA, PM en AB trekt, is A AMB meetkun- 
dig middelevenredig tusschen A CMD en A MEP. Be- 
wijs dit. 

Van een afgeknotten omwentelingskegel zijn gegeven de 
stralen van grond- en bovenvlak R en ren de hoogte h, 
Bereken den straal van de doorsnede, rechthoekig op 
de as, die het lichaam in twee gelijke deelen verdeelt. 
Bereken de hoeken van een boldriehoek, als zij tot 
elkaar staan als 4, 6 en 7, en als de driehoek het 
32e deel is van het oppervlak van den bol. 

Van twee bollen zijn de stralen 7 en 9 dM, en is de 
afstand der middelpunten 10 dM. Bereken den in- 
houd van de lens, die de bollen gemeen hebben. 

Van eene hypotheek, groot f 10000 à 5°/, ’s jaars, 
wordt elk jaar met den intrest f 802,425 betaald. Na 
hoeveel jaren is die hypotheek afgelost ? 

Indien op 1 Januari f 100 uitgeleend wordt, terwijl 
terugbetaling van f 105 plaats vindt in 50 gelijke 
wekelijksche bijdragen van f 2,10 te beginnen met 15 
Januari, dus zóó dat voor Î Januari daaraanvolgende 
f 105 is terugbetaald, vraagt men hoeveel °/, rente 
wel van l Jan.—3l Dec. betaald is? 

Bewijs, dat a° — 5a% + 4a een 240-voud is, als a 


even en ) 2 is. beef 
Als een getal p RARE is on onderling ondeelbaar 
(relatief priem) met a, is 1 deelbaar door p. 


Men heeft 4 getallen, dio met hetzelfde verschil op- 
klimmen, 4 andere, die zich verhouden als 2, 3, 4 
en 5, en nog 4 andere, die zich verhouden als 8, 
1, 5 en 8. Telt men de overeenkomstige getallen 
samen, zoo krijgt men achtereenvolgens 20, 39, 40 
en 56. Welke zijn de versch. getallen. A.F, p. B. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg., II, blz. 44, vrgst. 24.) 
Als men met 3 dobbelsteenen het spel „onder de 9 en 
boven de 12” speelt, vraagt men de kans te bereke- 


1134. 


1135. 


1136. 


1137. 


1138. 


1139. 


1140. 


1141, 
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nen, dat men minder dan 9 òf meer dan 12, òf 
tot 12 werpt. 
Alle waarden van de onbekenden te vinden in de ver- 
gelijkingen : 

3 


z en TS 


bg 

nik 
Bereken # uit: (0,45225) =— 67,242. 
(Kon. Mil. Acad.) 
Van eene meetkundige evenredigheid is de som der 
termen 21, de som hunner tweedemachten 125 en het 
product van al de termen 576, Welke is die even- 
redigheid. (Eindex. H. B. S) 
Los z op uit: 


er Bj + Ber — zet l=0. 


(Eind-ex. Gymn.) 

Twee vierhoeken zijn in ’t algemeen gelijkvormig, als 
ze de hoeken gelijk en een paar overstaande zijden 
evenredig hebben, mits de gegevens in beide figuren 
in dezelfde orde voorkomen. 

(KNAPPER , 299.) J. T., pe Bruin. 
Door een gegeven punt in een der evenwijdige zijden 
van een gegeven trapezium een rechte te trekken, die 
de figuur in twee gelijke deelen verdeelt. 

(KNAPPER, 339.) J. T. pe Bruin, 
Door het midden van elk der diagonalen van een vier- 
hoek trekt men een rechte , evenwijdig aan de andere, 
Bewijs, dat de rechten, die het snijpunt dezer even- 
wijdigen met de hoekpunten verbinden, den vierhoek 
in vier driehoeken verdeelen, waarvan de overstaande 
twee aan twee geliĳk zijn. A. G. ». B. 
(KNAPPER, 379.) 

Bewijs, met behulp van de beide vorige eigenschappen 
en van $ 268 , dat de inhoud van een driehoek gelijk 
is aan 1/ s(s — a) (s — b) (s — c). J. T. pe Bruin, 
(KNaPPER, 496.) 


+ y 
(L. M. Ex.) 


he 
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Een meetkundig vraagstuk. 


Uit de hoekpunten X, 
Y, Z eens driehoeks 
XYZ zijn naar de over- 
staande zijden lijnen ge- 
trokken : 
1°. de zwaartelijnen 
(snijpunt O); 
29, de bissectrices 
(snijpunt P); 
83°. de hoogtelijnen 
(snijpunt Q). 
Voorts zijn uit O, P 
en Q loodlijnen op de basis XY neergelaten. Als nu OA — a, 
PB—=b en QC =c gegeven zijn, vraagt men de zijden van 
A XYZ te berekenen. 


ON AL en en Wend. 
Men heeft I A XOY —= 7 TA XYZ, maar ze hebben de- 


zelfde basis XY, dus is de hoogte OA = > ; hoogte ZC, dus 


ZC = 30A == 34; 
XC == (XZ? — 202) =v (y? — Ja?) 
YC=r (YZ? —2C2) =y (#2 — Ja?) 


Inh. A KVL XY. OD ae 
Nu is XC 4CY == XY, dus 
WV (y* — 942) J-v (22 — 94) =z . « . (1) 
P is het middelpunt van den ingeschreven cirkel, dus 
PB =b =straal ingeschreven cirkel van A XYZ, dus 
Inh. A XYZ = ble dy 2) = Sas 


of ble dye) =3az. . . (2) 
In A XCQ en A XDY is 
LXCQ == XDY =900 en / CXQ=/L DXY, 
De Vriend der Wiskunde, X. 7 
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dus AXCQ» A XDY. 
Evenzoo is A ZCYm AXDY, 
hieruit volgt dus ook A XCQm A ZCY, 
derhalve N00 == ZLC 
of v(y? —9a?):e =3a iv (v? — Ja?) 
waaruit rv (2? —9a?)(y? — 94?) =3ac . «. … « (3) 


Men heeft nu om z, y en z op te lossen 
Vv (y? — Aa?) Hv (a? — Ja?) =e...s (1) 


KS US A BE Ae ADE SEN BE D 
zr — Ja? + y? — Da? +2 (we? — Ja?) (y? — Ja?) = 2? 


waarin v (z? —9a?)(y? — Ja?) =3ac .. .. (3) 
dus edy? =—=zt + 1842 —6ac. « . . « (4) 
Uit (2) vindt men ze ne LOR 
3a — 6)? 2? 
of erp BE, 


Vermindert men nu beide leden met de waarde van (4), 
dan verkrijgt men na deeling door 2, dat 
(3u 0) rare L 


TVs 52 5 Zn ak Ee 
of zy EED 2 — za (a — 0). (| 


Uit (3) volgt 224? — Da? (2? +?) 8lat —= Ja2e? 
na substitutie der waarde van (z? +4?) uit (4) vindt men 
ary? — Da?z? + Ja* (Ba — C)° 
deze waarde geeft met die uit (6) dat 


eo 2 
22 — 3a (34 — o)| == 9a?z? J- Ja? (Ba — Cc)? 


26° 
of na deeling door 9a? 
3a — 2b 2 
laine — (Bao ==? + (34 —C)° 


waaruit men vindt 
(Shen (3a — 25)(3a — Cc) __ 
ERKENT ARR 


of (Ba— 2)? 22 = 4D | b2 4 (3a — 25) (3a — o)| 


1 


2 |l H (Be — 2) (30 —0)| 
en SNE he Or in ken es (7) 
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Substitueer deze waarde van z in (4) en (6), dan is 
_ 4b* + 4b° (Za — 26) (Ba — Cc) + Ga (Ba — ec) (3a—2b)? 


2 2 
EL (Ba — 2) 
12ab? + 6a (34 — 25) (Za — c 
en 2xy Bed EE) 
2 | bt —e (Ba ze 
waaruit  #—y= (8) 
3a — 25 


Substitueer de waarde van z uit (7) in (5) dan is 
2(3a — 3) |? + (Ba — 25) (3a —0)| 
EE RE te 
Uit (8) en (9) vindt men nu 
(Bab) | b? +(34—2b)(3a—c) | +by | b2—c (3a—2b) 
RN re Ar an dr ene ORO 
(Baby |D2+(3a—2by(3a—e) (hy | 02 —e (30 — 20) 


sr 3a — 2b 
In (10), (11) en (7) zijn nu de waarden der zijden z, y en 
z in de gegevens uitgedrukt. 


(LI) 


Opmerkingen. Zal de driehoek uit de gegevens gecon- 
strueerd kunnen worden, dan moet 


2b { 3a of {ja 


zijn, omdat de middellijn van den ingeschreven cirkel van 
A XYZ altijd kleiner dan de hoogte van den driehoek moet zijn. 

Verder moet 5?) c(3a —2b) zijn, opdat de wortelgroot- 
heid in (8) reëel zij. Tegelijk wordt dan de wortelgrootheid 
in (7) reëel. 


; N 3 
Als men dus a willekeurig aanneemt, daarna b \z% en 


2 


b ' 
NN neemt, dan is de driehoek uit de aangenomen 


gegevens steeds te construeeren. 
Het zwaartepunt O en het snijpunt der bisseetrices (middel- 
punt van den ingeschreven cirkel) P liggen steeds binnen den 
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driehoek Het hoogtepunt Q ligt in een scherphoekigen drie- 
hoek (zooals we A XYZ onderstelden) binnen en in een stomp- 
hoekigen driehoek buiten den driehoek; doch steeds met O en 
P aan dezelfde zijde der basis, als XY de basis en Z de 
stompe hoek over de basis is. De oplossing voor een stomp- 
hoekigen A ZYZ met Z als stompen hoek blijft onveranderd, 
alleen is dan c > 3a, terwijl in een scherphoekigen driehoek 
c { 3a is. 
k b? 

Men vindt, dat 3a { of > a 

naar dat b > of { 3a(l—1lJ-rv72) is. 


zal zijn, 


Voldoet men dus aan de voorwaarde b { Za, door 


2 
b{83a(—1+1/2) te nemen, dan zal uit c < EE 


a5 volgen, 


dat c< 34 en de tophoek scherp zal zijn. 


3 B 
Voldoet men aan de voorwaarde b < ze zoodanig , dat 


tegelijk b > 3a (—1J-1/2) is, dan zal de voorwaarde c < EN 
toelaten , dat men c< 34 of c >) 3a kan nemen, en de drie- 
hoek dus een scherpen of stompen hoek verkrijgt, 

Als een der hoeken aan de basis XY stomp is, valt het 
hoogtepunt Q buiten den driehoek en aan de andere zijde van 
XY, dan waar O en P liggen, In de uitkomst der gegeven 
oplossing moet dan alleen het teeken van c worden omgekeerd. 


Terwijl in dit geval alleen 5 < : de eenige voorwaarde is, 


waaraan voldaan moet worden, om den driehoek uit de ge- 
gevens te kunnen construeeren, 
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Over het verdeelen eener rechte lijn in drie en meer 
gelijke deelen alleen met behulp der liniaal 
en van den winkelhaak. 


(De lezer teekene de figuur.) Zij 

AB de gegeven rechte lijn, die in drie 

gelijke deelen moet worden verdeeld. 

Beschouw AB als diagonaal van een 

parallelogram. Construeer een paral- 

lelogram ACBD, dat AB tot diagonaal 

heeft. Trek daarin de andere diago- 

naal CD, die AB in E‚ haar midden, 

snijdt. Trek door E // BC eene rechte, die AC in F en BD 

in G ontmoet, dan zijn F en G de middens van AC en BD, 

Vereenig F' met D en G met C,‚ dan verdeelen de snijpunten 

H en I van DF en CG met AB de rechte AB in drie ge- 
lijke deelen. 


Bewijs. A AHF A BHD dus 
ADE AR DD SR 2, 


waaruit (AH + BH):(1 4-2) =AH:1 
of AB:3 AH :11 
dus AH : AB. 


Uitbreiding der constructie. Zij AH = - AB, of AH: AB 


=li:n. Trek uit H eene rechte HF' // EF, die AC in F' ont- 
moet, vereenig D met F' en zij H' het snijpunt van DF’ met AB, 


Nu is AF':AC=z=AH:AB=1:% 
en AAHF'» A DHB, 
das AH': BH’ = AF’: BD (—= AC) =1:n 
EN (AH + BH): (1 + 1) —=AH': 1 
of AB:(n +1) =AH':1 
of KHNAB oe Tet) 
dài kr eel =p: 





nh 1 
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Is nu n=—=2, dan isnJ-1=3 en AH =AB, 


ml] GO) 


voor n= 34 isnJ-1l=4en AH == 


enz. 

Uit het voorgaande blijkt, dat men alleen met behulp van 
eene liniaal en een winkelhaak eene rechte lijn in een wille- 
keurig aantal gelijke deelen kan verdeelen. 

Door op AB als diagonaal een parallelogram ACBD te con- 
strueeren, wordt het midden E van AB verkregen alleen door 


AB, 


het trekken der diagonaal CD, Dan is AE = JAB en „== 2. 


Men kan nu AH = Ee AB = Ti ee con- 
strueeren, daarna AH = i AB en op dezelfde wijze voortgaan 
Men verkrijgt Ee op té rij af stukken, welke successievelijk 
gelijk zijn aan zAB, 5 ABE ‚AB ’ Lan, enz. enz. 


Eene meetkundige eigenschap, 


Eenvoudig bewijs voor de stelling: 

De inhoud van een rechthoekigen driehoek is gelijk aan het 
product der stukken, waarin de hypotenusa verdeeld wordt 
door het raakpunt met den ingeschreven cirkel. 


Zij A ABC rechthoekig in B, D het raakpunt van den 
ingeschreven cirkel M met de bot de AC en E en F' die 
van den cirkel M met AB en BC. 

Noemen we gemakshalve AD =AE=p, D= —=CF=g, 
MD Z=ME == MEEST, 


LAB -n0 a ep Letse. dan ‘is: 


it 
en 1%IAABU=rs —= pr gr Hr? 
nief 
IA ABC = — pg =AD.CD 


V. »p. War & VeERBORGH. 
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Schriftelijk werk van het toelatings-examen tot de 
Universiteit. 1592. *) 


Groep Ì. 
Stelkunde (a). 


£ 1. Welke waarden van # voldoen aan: 
Vv (3v + 6) — 3 =1 (e — 1). 
2. Herleid tot eenvoudiger vorm: 
P (14 + 8173). 

# 3. Een kuip kan door 2 kranen gevuld worden; door de 

eerste in 2 uur minder dan door de tweede. Worden zij tege- 
7 
8 

veel uur heeft elke kraan afzonderlijk daartoe noodig ? 
F 4, Ontbind in 4 factoren : z° — 1623 + 64, 


Planimetrie. 


lijk opengezet, dan wordt de kuip in ls uur gevuld, Hoe- 


1. Op de zijden van een vierkant als bases beschrijft men 
buitenwaarts gelijkzijdige driehoeken. Bewijs dat de toppen 
dezer driehoeken wederom de hoekpunten zijn van een vier- 
kant en bereken de oppervlakte van dit vierkant alsde zijde 
van ’t gegeven vierkant — a dM. 

2, Uit de eindpunten A en B van de middellijn eens hal- 
ven cirkels (straal — 7) trekt men twee koorden AC en BD 
elk gelijk aan de zijde van den ingeschreven regelmatigen tien- 
hoek. Deze koorden worden verlengd tot zij elkaar snijden 
in B. Gevraagd de lengte AE uit te drukken in 7, 


Stelkunde (aq). 


1. Wanneer men bij de 4 termen eener meetkundige reeks 
… ROE: 
respectievelijk optelt de getallen 1, 7, 11 en 14, dan komter 
een rekenkundige reeks. Welke zijn die reeksen ? 

2. De 35 tanden van een rad zijn achtereenvolgens ge- 
nommerd ; evenzoo de tusschenruimten van de 47 tanden van 
een ander rad. Indien nu de le tand van het le rad in de 
te ruimte van het tweede rad grijpt, hoeveel omwentelingen 


*) Zie voor Stereometrie en Trigonometrie Supplement, VII, 
1895, bl. 50—52, 
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moet elk rad dan maken vóór de fe tand van het le rad in 
de 8e ruimte van het 2e rad grijpt ? 
3. Welke waarden van # en y voldoen aan: 
Bet y=4 vy Bey = 25. 


Groep IL 
Stelkunde (a). 


1. Welke waarden van # voldoen aan: 


V (2 —4) ry (3e — =|. 
2, Herleid tot eenvoudiger vorm : 
17 
pv (5 —4v2 Ĳ 


8, Uit 2 punten A en B, 26 M, van elkaar verwijderd, 
vertrekken tegelijkertijd 2 lichamen elkaar tegemoet en ont- 


moeten elkaar na 105 minuut. Als het eene lichaam over 


1 . 
1 M. 3 minuut meer besteedt dan het andere, vraagt men in 


hoeveel min. dit laatste 1 M. aflegt. 
4, Ontbind in 6 factoren: z? — 97x* J- 1296. 


Planimetrie. k 

1. Gegeven twee evenwijdige lijnen en een punt P buiten 
(niet tusschen) die lijnen gelegen. Gevraagd door P twee lijnen 
te trekken, die de gegeven lijnen zoodanig snijden, dat de 
vierhoek , die alsdan gevormd wordt, een gelijkbeenig trape- 
zium zij, waarvan de oppervlakte gelijk is aan het vierkant 
op een gegeven lijn a. 

2. Gevraagd in een gegeven cirkel een gelijkbeenigen drie- 
hoek te beschrijven zóó, dat de hoogtelijn op de basis twee- 
maal zoo groot zij als de basis, en de oppervlakte van dien 
driehoek uit te drukken in den straal r des cirkels. 


Stelkunde (a). 

1. Als men van de 4 termen eener rekenr, reeks respec- 
tievelijk de getallen 4, 6, 7 en 6 aftrekt, ontstaat er een 
meetkundige reeks. Welke zijn die reeksen ? 

2, Im een der hoekpunten van een gelijkzijdigen driehoek, 
waarvan de zijde 10 M, is, bevinden zich 2 lichamen , die 

‘ 
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zich in dezelfde richting met snelheden van 5 en 4 M. in de 
seconde langs den omtrek bewegen. Na hoeveel tijd zal voor 
de eerste maal het le lichaam in het 2e hoekpunt en tegelij- 
kertijd het 2e lichaam in het 3e hoekpunt gekomen zijn ? 
3. Welke waarden van rz en y voldoen aan: 
22y Hay? —180 en zy? J- #?y* — 16400. 


Groep HI, 
Stelkunde (a). 


1. Welke waarden van z voldoen aan: 
(2e) dr (er +3) = 9. 
2. Herleid tot eenvoudiger vorm: 
v(6rv5— 10). 

3. Uit 2 punten, welker afstand 1800 M. bedraagt, ver- 
trekken twee lichamen, elkaar tegemoet, het eerste 5 sec. 
later dan het tweede; zij ontmoeten elkaar op het midden van 
den weg. Indien nu het eerste in elke seconde 6 M. meer 
aflegt dan het tweede, vraagt men naar hunne snelheden. 

4, Ontbind in 4 factoren: zt — T4x? + 1225. 


Planimetrie. 


1. Door een gegeven punt P binnen een gegeven hoek A 
gelegen een lijn te trekken, die de beenen van den hoek snijdt 
in de punten C en D zoodanig dat PC — PD, 

2. Uit een punt P als middelpunt gelegen op den omtrek 
van, een gegeven cirkel, beschrijft men een cirkelboog met een 
straal gelijk aan de zijde des regelmatigen ingeschreven vier- 
hoeks, welke boog den gegeven cirkel verdeelt in twee deelen. 
Gevraagd te bewijzen dat het kleinste van die beide deelen 
eene oppervlakte heeft gelijk aan die van het vierkant op den 
straal des gegeven cirkels. 


Stelkunde (a). 


1. Tusschen 2 getallen, wier produkt 729 is, worden 3 
getallen geïnterpoleerd, die daarmede een meetkundige reeks 
vormen, waarvan het verschil van den 2en en 3en term gelijk 


5 van den Sen term is. Welke zijn die getallen ? 
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2, Twee op elkaar volgende getallen te vinden tusschen 
300 en 400, waarvan het kleinste door 13 deelbaar is en het 
grootste door 16. 

3. Welke waarden van rx en y voldoen aan: 

cs —y* =56 en ay (we —y) = 16. 


Groep IV. 


Stelkunde (a). 


1. Welke waarden van # voldoen aan: 
rv (8e +9) rv (Te HD) (30e J 19) = 0. 
2, Ontbind in 2 factoren, die ten opzichte van # van den 
eersten graad zijn: 2x? + 6x — 1 +175. 
3 Een bode reist van A naar B in 14 uur; tegelijkertijd 


vertrekt uit C, dat 2 GM. verder van B verwijderd is dan 
A ’ 


in B aan te komen, moet hij op elke 5 GM. 5 uur aan tijd 


nog een bode naar B. Om nu met den eersten tegelijk 


winnen. Hoever is A van B verwijderd? (Zie no. 1106.) 
4, Herleid: 


f? gt mv (mn Agm | E gvh mj. 
Planimetrie. 


1. Men verlengt de zijden van een gegeven driehoek ABC, 
in denzelfden zin rondgaande, alle drie met de eigen lengte: 
AB tot in B'; BC tot in C’ en CA tot in A’. Gevraagd naar 
de oppervlakte van den driehoek, die tot hoekpunten heeft 
A’, B' en C', als de zijden van den oorspronkelijken driehoek 
zijn: 13, 14 en 15 dM. 

2. Gevraagd een ruit te construeeren als gegeven zijn: de 
zijde == a en de straal des ingeschreven cirkel r. 

(NB. a en r zijn gegeven lijnen) 


Stelkunde (a). 
1. Een grootheid a wordt in twee deelen verdeeld , zoo- 


danig dat de som der vierkanten van de deelen gelijk is aan 
tweemaal het verschil der vierkanten. Het grootste dezer deelen 
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wordt weder op dezelfde wijze verdeeld en zoo gaat men voort 
tot in het oneindige. Wat is de som van alle grootste deelen 
die men aldus verrkrijgt ? 

2. Het getal 120 in 3 deelen te verdeelen, waarvan het 
le door 3, het 2e door 4 en het 3e door 5 deelbaar is, ter- 
wijl het 2e deel de helft is van de som van het leen 3e deel. 

8. Welke waarden van # en y voldoen aan: 

vdy=4en as J-r3y? dys J ys = 280. 
Groep V. 


Stelkunde (a). d 


_ 1, Welke waarden van rz voldoen aan: 
vr (10r —1) — yv (Zr — 10) —v (ber — 21) =O. 


2. Ontbind in 2 factoren, die ten opzichte van # van den 


” 


eersten graad zijn: #? J- ar — br J- a J- 2a—ab+b—2. 

3. Twee lichamen bewegen zich van twee punten A en B, 
welker afstand 910 M, bedraagt, naar elkaar toe. Vertrekt 
het eerste 56 sec. vroeger dan het tweede, dan ontmoeten zij 
elkaar op het midden van den weg. Vertrekken zij echter 
gelijktijdig, dan hebben zij na 20 seconden een afstand van 
550 M. (vóór de ontmoeting). In hoeveel seconden legt ieder 
lichaam den geheelen weg af? | 

4. Herleid tot den eenvoudigsten vorm: 


te 


Planimetrie. 


— 1. In een driehoek ABC (zijden a, b en c) trekt men de 
lijn AD, die hoek A halveert. Gevraagd naar de verhouding 
van de stralen der beide cirkels omgeschreven om de driehoe- 
ken ABD en ACD. 

— 2. Op een der middellijnen AB van een gegeven cirkel 
(straal — R) ligt een punt P zóó, dat PA = 2PB. Op PA 
en PB als middellijnen beschrijft men cirkels en trekt aan deze 
beide laatste een uitwendig gemeenschappelijke raaklijn. Deze 
raaklijn, aan beide zijden genoeg verlengd, snijdt den gege- 
ven cirkel in de punten C en D. Gevraagd de lengte van die 
koorde CD uit te drukken in R. 


“ 
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Stelkunde (a). 


1. Een getal wordt in 7 deelen verdeeld, zoodanig dat die 
deelen een meetkundige reeks vormen. Het verschil van de 
eerste twee deelen is 972, dat der laatste twee 4. Welke is 
het bedoelde getal ? 

2. Van de reeks 5, 9, 13, 17 enz, de eerste 3 termen te 
vinden, die respectievelijk door 3, 5 en 7 deelbaar zijn. 

3. Welke waarden van wv en y voldoen aan: 

xrdyvayg=9 en y? Jrway=18. 


Schriftelijk werk voor ’t vergelijkend ex. voor Zen klerk 
bij de Alg. Rekenkamer, 1892. 


Vrijdag, 12 Aug. 10—12 uur. 
Burgerlijk Recht. 


1. Hoe ontstaat eene verbintenis? Hoe gaat zij te niet? 
Welke soorten van verbintenissen zijn u bekend? 

9. Wat is te verstaan onder overeenkomst? Welke zijn de 
noodzakelijke bestanddeelen van de overeenkomst van koop en 
verkoop ? 

3. Welke zakelijke rechten noemt het Burg. Wetb.? Geef 
een overzicht van de regeling van twee dier rechten, te uwer keuze. 


Handelsrecht. 


1. Welke soorten van vennootschappen van koophandel kent 
de wet, en wat is tusschen die soorten voornamelijk ’t verschil ? 

2. Wat is eene overeenkomst van assurantie of verzekering ® 
Welke verzekeringen zijn in ’t Wetb. van Kooph. geregeld ? 
Hoe heet de acte, waarbij eene verzekering tot stand komt, 
en welke bepalingen behoort zij te bevatten? 


Staatsinrichting (1*/,—3 ure). 


1. Welke zijn de hoofdbepalingen van de Grondwet omtrent 
de inrichting van ’t Staatsbestuur? Noem de voornaamste 
organieke wetten hieruit voortvloeiende. 

2, Op welke wijze worden de leden der Algem, Reken- 
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kamer benoemd ? Wat is u bekend van de taak van dat College ? 

3. Wat is te verstaan onder algemeenen maatregel van 
bestuur, en in hoeverre verschilt deze van een gewoon Ko- 
ninklijk besluit ? 


Zaterdag, 13 Aug. 
Rekenen (10—11!/, uur). 
1. Iemand zet zijn kapitaal uit tegen 5°/, ’sjaars. Als hij 
de helft tegen zo, ’'s jaars hooger en de rest togen + °/, ’s jaars 


lager had uitgezet, zou hij f 3,75 minder rente hebben ont- 
vangen. Tegen hoeveel °/, ’'s jaars moet hij zijn kapiaal uit- 
zetten om in 5 maanden f 225 interest te ontvangen ? 

2. Van eene partij SOE die gekocht is voor f 735 


3 6 
wordt ’t 5 gedeelte min 15 KG. verkocht met 5 °/, verlies voor 


Ë 2925. Hoe groot is die partij ? 


3. Drie aannemers nemen een werk aan voor f 27000. 
A kan ’t doen in 8 maanden, B in 9 mnd. en C in 6 mnd. 
Zij werken 2 mnd, te zamen, waarna B uit de compagnie- 
schap gaat en A en C het werk afmaken. Bereken nu: 

10, In hoeveel tijd is het werk nu klaar, en 

29, Hoeveel krijgt ieder van de aanneemsom ? 


4, Bereken de waarde van den vorm: 


5 

1,06 Xx 28 

0,53 (0,416 + 1,75) an 
8,08 : in re x 17 B 


Aardrijkskunde (111/,—12 uur) 


Reis per spoor van Den Helder naar Almelo, met ope 
Heit: van de voornaamste stations, 
2. Welke zijn de Zuidhollandsche eil., en door welke wa-+ 
teren worden ze gescheiden ? 
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3. Noem van de provincie Utrecht de grenzen, de wateren 
en de voornaamste plaatsen. 
4, Beschrijf den loop van den Rijn in ons land. 


Ter vertaling in ’t Fransch (1'/,—2!/, uur). 


Het zal nu ongeveer 20 jaren geleden zijn, dat ik, op een 
vroegen morgen in de nabijheid van ons slot wandelende, een 
knaapje aan den weg zag zitten, dat bitter schreide. Ik trad 
naar hem toe om te onderzoeken , wat de oorzaak zijner droef- 
heid was, en of ik in staat was die eenigermate te lenigen. 
Het was een dier kleine Savoijaards, die jaarlijks hun berg- 
achtig land verlaten en tot ons overkomen, om door ’t ver- 
koopen van bezems of kramerijen, door ’t vegen van schoor- 
steenen of alleen door ’t vertoonen van marmotjes hun kost 
te verdienen. Deze jongen nu oefende, zoo ’t mij bleek, den 
laatstgenoemden tak van nijverheid uit, maar helaas, ’t beestje, 
dat tot dien tijd zijn trouwe reisgenoot en kostwinner was 
geweest, was gestorven. Het lag dood aan zijne voeten. Ik 
voelde innig medelijden met den knaap. „Wel manneke,” 
zeide ik, toen ik bij hem stond, „dat is een droevig verlies.” 


Opstel. (2Ì1/,—4 uur). 


Keuze uit: 1. Aan ’t station. 
2. Doe wel en zie niet om. 
3. De invloed van den stoom op ’t dagelijksch 
leven. 


Het theorema van ARCHIMEDES aan BRAHMAGUPTA 
onbekend. 


Wanneer wij de geschiedenis raadplegen, zoo ontwaren wij, 
dat BrAHMAGUPTA (dE 600 n. C.) zich dikwijls met den koor- 
denvierhoek heeft bezig gehouden, doch niet altijd gelukkig 
is geweest met het ontwikkelen van eenvoudige stellingen. Zoo 
blijkt uit het onderstaande ook, dat hij zeer waarschijnlijk 
onbekend is geweest met het theorema van Arcuimepes (212 
v. C.) omtrent het rechthoekig snijden van twee koorden in 
den cirkel, 
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Branmacurra leerde dan, dat als in een koordenvierhoek 
ABCD de diagonalen AC en BD elkander in O rechthoekig snijden 
en M de middellijn van den omgeschreven cirkel is, dat dan : 

M= (AB x BCO + AD x DC) (AB x AD + BC x CD) 
re AB x DC + AD x BC 
is, waardoor de middellijn in de zijden uitgedrukt is. 

Om de waarheid van die vergelijking te bewijzen, hebben wij : 
AB x BC = BO XxX M 
AD x DC = DO x M 
AB XxBC—ADXxDC=BDXM . (1) 
AB x AD = AO X M 
BC x DC = CO x M 
AB xAD—-BCxDC=ACXxM . (2) 

Wanneer men nu de vergelijkingen (1) en (2) met elkander 
vermenigvuldigt en het product door BD x AC deelt, dan 
verkrijgt men : 

MES (AB x BO + AD x DO) (AB x AD + BO x DC) 
BD x AC 

Past men op den noemer het theorema van CLAUDIUS ProLE- 
MAEUS (—: 125 n. C.) voor den koordenvierhoek toe, en trekt men 
uit de beide leden van de vergelijking den vierkantswortel, 
dan heeft men : 

uE Xx BC + AD x DC) (AB x AD + BO x DG) 





AB x DC + AD x BO 

Nemen wij nu het theorema van ARCHIMEDES, dan hebben 
wij , omdat de hoeken O — 90° zijn, bg AB + bg DC == 1800, 
Verder weten wij, dat als BPK de middellijn van den cirkel is, 

bg AB + bg AK == 180° = bg AB + bg DC, 

dus bg AK == bg DC. 

Verder is: 
AO} BO? + DO? OC? = AB2-J-DC? — Ab?JAK? = M?2, 
dus M =v (AB? + DC?). | 

Wij zien dus door het laatste theorema, dat van den ge- 
noemden koordenvierhoek alleen maar twee overstaande zijden 
bekend behoeven te zijn om de middellijn van den omgeschre- 
ven cirkel te vinden, derhalve veel eenvoudiger oplossing dan 
die van BRAHMAGUPTA. 


D, D. J, M, 
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Constructie voor ar/c. *) 


We onderscheiden drie gevallen : 

1°, c is een 4-voud; 

29. c is oneven; 

39, c is wel een 2-voud, maar niet een 4-voud. 


Je Geval. c = 4pq (We onderstellen, dat p en g geheele 
gefallen zijn.) | 


3 EES EBR CTENER ET DE 
Nu is azap NV | + el le Dal ) 
dus altijd door middel van de stelling van Pyruacoras te 
construeeren. 


2e Geval. ec = WH-1. 

Nuisare= prij =V |+ Dal — zal”, 
dus altijd te construeeren. 

3e Geval. c = 2p, waarin p oneven. 

Dus arve= Vea? = V2pa?. 

In dit geval schrijven we Vaex(he) x a) = —Vaxs X 2p x 5 px(ka)’ 
en werken verder als in ’t eerste Ln 


We zien, dat in het le en het 2e geval de constructie on- 
middellijk Aitvorhans is, en in het 3e geval na invoering 
van een factor 4. 

Willen we nu één algemeenen regel, dan zouden we kun- 
nen zeggen; 


Schrijf bee GE X (Ge) = 


Vara x( ba) N=Viie+Def —|3/ 


uit den laatsten vorm ils de algemeene constructie. 
H. VERHAGEN. 





nemend 


*) Zie „De Vriend der Wiskunde”, IX, 1894, bl. 248, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1895 


1142. 


1143. 


1144, 


1145. 


1146. 


franco bij den Redacteur A.J. vAN BREEN te 
Arnhem worden ingewacht, 


Gegeven eene lijn PQ en twee punten A en B aan 
denzelfden kant dier lijn. In die lijn een punt C te 
bepalen , zoodat het verschil der hoeken ACP en BCQ 
gelijk zij aan een gegeven hoek. 

(Sairs, Mtk. Vrgst, 748.) A. G. ». B. 
In een cirkel is een vierkant beschreven en in een der 


hoekpunten een raaklijn aan dien cirkel getrokken. Ver- 


eenigt men het tegenover gelegen hoekpunt met de 
middens der aan het raakpunt grenzende zijden, dan 
zullen deze vereenigingslijnen de raaklijn zoodanig snij- 
den, dat er een gelijkbeenige driehoek ontstaat. 
nn het oppervlak van dien driehoek, als de 
straal — 1 is. A. G. pn. B. 
(Ex. Hoofdakte.) 
Een koopman verzekert eene lading koffie voor f 50000 
en eene lading thee voor f 60000 tegen eene verschil- 
lende premie per mille, Als hij de koffie tegen de premie 
der thee, en de thee tegen de premie der koffie verze- 
kerd had, dan zou hij f 325, di. f 10 minder dan bij 
de eerste verzekering per jaar moeten betalen. Men vraagt 
de premiën per mille te berekenen. Aak, 
De waarden van x en y te vinden in de vergelijkingen : 
VN HyYy__ 240 He 
edy Vn rr ED en #2 +42 — 353. 
(Eindex, H. B.S. 1873.) B. M. 
Tusschen twee plaatsen A en B, waarvan A hooger op 
ligt dan B, zijn twee stoombooten van gelijke kracht in 
de vaart. De overtocht van A naar B geschiedt in 7, die 
van B naar A in 9 uren. Op hetzelfde oogenblik vaart 
eene boot van A naar B, eene andere van B naar A. 
De eerste houdt bij aankomst in B 2 uren stil, vaart 
terug naar A, houdt dan 3 uren stil, vaart weer naar 
B, enz. De andere boot, in A gekomen zijnde, ligt daar 


De Vriend der Wiskunde, X. 8 


1147, 


1148. 


1149. 


1050. 
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A uur stil, vaart terug naar B, houdt zich daar 2 uren 
op, vaart naar A, enz. Men vraagt, wanneer zij voor 
de eerste maal tegelijk van A zullen vertrekken, en 
wanneer zij voor de eerste maal tegelijk in B zullen 
aankomen ? B. M. 
Vau eene evenredigheid is het verschil tusschen de som 
der uiterste en die der middelste termen =p, het ver- 
schil tusschen de som der kwadraten van de uiterste en 
die der middelste termen —gq en van de derde machten 
der termen op dezelfde wijze genomen = 7. Welke is 
die evenredigheid ? 

Ter toepassing neme men p —=83, q = 63, re 819; 
(Marrus, Mathem, Aufgaben No. 952.) EcER. 
Welke zijn de waarden der onbekenden in de vergelij- 
kingen : viyzmermetum=a, geb, 

asdy Je Jur =C. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben No. 899.) EGER, 
De afstanden van zeker punt P tot drie der hoekpunten 
van een kwadraat zijn a, b en c. Bereken hieruit de 
zijde van het vierkant. 
Na de berekening stelt men a=3, bz=4, c= V/M. 
(Martus, Mathem. Aufgaben No. 1024.) EGER. 
Welke waarden hebben de onbekenden in de vergelij - 
kingen : S 


2 Hy2) (et — y*)= 5168, (a? —9*) (0? +9*) = 1568? 


1151. 


1152. 


1153. 


(Marrus, Mathem, Aufgaben No. 881.) EGER, 
AMB is een cirkelquadrant. Op AM en BM worden 
halve cirkels beschreven, die elkander in C snijden. Be- 
wijs, dat A,C en B in één rechte liggen en dat het 
vlak tusschen de bogen AB, BC en AC gelijk is aan 
het vlak tusschen de beide bogen MC. 
(Akte Ex. Wisk. L. O. 1894.) EB, J. LurrinK. 
Ontbind in factoren: 2? — war 27. 

(Akte Ex. Wisk. L. O. 1894.) EB. B. J. Luirink. 
Iemand, die eene schuld van f 6000, rentende 4 pCt. 
Is jaars, samengestelde interest, to betalen heeft, wil 
kapitaal en interest afdoen in 12 gelijke halfjaarlijksche 
termijnen ; hoe groot moet de aflossing zijn 


1154. 


1155. 


1156. 


1157. 


1158. 


_3 
el/ -& 
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De rente wordt na afloop van ieder half jaar bij het 
kapitaal gevoegd. 
(Akte Ex. Wisk, L. O, 1894.) E. B. J. Lurrixx. 
Van welken vorm is de log. gelijk aan: 


at slog. a +5 c log. b — 2 log. d? 


(Akte Ex. Wisk. L. O., 1894.) E. B. J. Lurrixk. 
Bepaal de waarden van # en y uit de vergelijkingen : 


zy Bn 
s=2 en #X (0,06) == 0,001728. 


(Veeartsenijschool, 1892.) L. K, 
In een cirkel met R tot straal een gelijkbeenigen A ABC 
zóó te beschrijven, dat de hoogtelijn AD op de basis 
tweemaal zoo groot is als de basis en de oppervlakte 
van A ABC uit te drukken in functie van den straal R. 
(Toel.-ex, Univ. 1892.) Ceto 
In een cirkel met middelpunt M is AB eene gegeven 
middellijn en C een punt op die middellijn tusschen A 
en M gelegen, De lijn, die CB loodrecht middendoor- 
deelt, snijdt den cirkelomtrek in D. Op den boog AD 
nu wordt het punt E zoodanig genomen, dat boog ED 
— boog BD. Indien DE de verlengde lijn BA snijdt in 
F, wordt gevraagd te bewijzen, dat: 

AM? — MC XxX MF. 
(Cadettensch. Alkmaar 1894.) D. E. 
Herleid met gebroken en negatieve exponenten tot de 
eenvoudigste gedaante : 


(a) 


DI EDO Eren 


zrls 
(27a"to Psi Rl 0,625 _ 1,T len) 


en breng daarna de uitkomsten in breuken en wortel- 
vormen over. 


(Hoofdeursus Kampen, 1894.) (Zie blz. 17. N A. Gp. B, 
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1159. Construeer A ABC, als de zijden AC en BC gegeven 
zijn, terwijl de hoogtelijn CD op AB gelijk is aan AB, 
1160. Bepaal de meetkundige plaats der punten, die men krijgt, 
als men de koorden, die uit een zelfde punt van een 
cirkelomtrek in dien cirkel getrokken zijn, in een wil- 
lekeurige maar standvastige verhouding verdeelt. 
(VersLurs, Meth. S 52, 9.) 
1161. Verdeel op vier verschillende manieren een parallelogram 
in 6 congruente parallelogrammen. 
(Smrrs, Mtk. vrgst. 598.) A. G. p. B. 
1162. Wanneer men de middens van de zijden eens willekeu- 
rigen vierhoeks vereenigt, ontstaat een parallelogram, 
Men vraagt dit parallelogram in vier driehoeken te ver- 
deelen , welke congruent zijn met de vier overblijvende 
driehoeken van den gegeven vierhoek, 
(Smrrs, Mtk. vrgst. 623.) A. G. Dn. B. 
1163. De cirkels, die door het hoogtepunt van een driehoek 
en twee van zijn hoekpunten gaan, zijn gelijk aan den 
omgeschreven cirkel des driehoeks. 
(KNAPPER , 623.) J. Tu. pe BRUIN. 
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Eind-Examens Gymnasia Vraagstukken. 


1. Van eene meetkundige reeks van 6 termen is de eerste 
term — 100. Neemt men van alle termen de logarithmen , 
dan is de som van die logarithmen — 7. Welke is die reeks ? 


2. Welke waarde heeft z, als log log # = — 1-3 is. 
3. Herleid W/|?e +24 or Je 


4° Eene jaarrente van f 1050, die nog 16 jaar te loopen 
heeft, moet veranderd worden in eene, die 20 jaar loopt. 
Hoeveel bedraagt de nieuwe jaarrente, den interest op 41/, °/, 
berekend ? 


5. Welke getallen tusschen 500 en 800 geven door 11 
gedeeld 4 en door 13 gedeeld 8 tot rest ? 


7. Los op: V3rt4 — Vr. 
8. Los op: 32% — 163 + 2622 — 16 J- 3 =0. 


9. Een gezelschap van eenige personen verteerde f 80. 
Waren er 4 personen meer geweest en had elk een halven gul- 
den meer verteerd, dan zou de geheele vertering f 110 be- 
loopen hebben Hoeveel personen waren er en hoeveel had elk 
verteerd ? 

10. Los op: v{(5—22) Hv (73e) = v (322). 

11. Los op: 523 — Aa? Jr —5—=0. 

12. De som van teller en noemer eener breuk is 100, Ver- 
meerdert men den teller met 18 en vermindert men den noe- 


mer met 16, dan verkrijgt men een breuk, die tweemaal zoo 
groot is als de eerste. Welke is die breuk ? 


13. Men vraagt op de zijden AB, BC, CA (of hare verleng- 
den) van een gegeven willekeurigen driehoek ABC, 3 punten 
P, 9, 7 te bepalen, zoodat de driehoek, pgr aan de volgende 
voorwaarden voldoet: de lijn pg moet een gegeven lengte heb- 
ben en moet de lijn AC of haar verlengde onder een hoek 
van 30° snijden, terwijl het punt 7 op een gegoven afstand 
van pq verwijderd moet zijn. 

Leiden, 1884, Meetkunde (B). 
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14. Gegeven zijn 2 cirkels, die elkaar snijden in de pun- 
ten A en B. Door het punt A een lijn te trekken, die de 
cirkels snijdt in de punten C en D, zoodanig, dat CD een 
gegeven, lengte heeft. 

Onderzoek hoeveel lijnen men construeeren kan en aan welke 
voorwaarde de gegeven lijn moet voldoen, opdat de oplossing 
mogelijk zij: 

Leiden, 1886, Meetkunde (B). 


15, A en B vertrekken gelijktijdig uit de plaatsen M en N, 
die 210 KM. van elkaar verwijderd zijn, en gaan elkaar te 
gemoet. Op het oogenblik der ontmoeting blijkt, dat A na 
9 uur in N en B na 16 uur in M kan komen. Hoeveel KM, 
heeft ieder op ’t oogenblik der ontmoeting afgelegd ? 

(Zwolle, 1892.) 


16. Bepaal de waarden van « die voldoen aan: 


yv (4 J-1) Hv (Ur 2 =d. 
(Zwolle, 1892 ) 


17. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : (97 — 28 v12). 
(Zwolle, 1892.) 


18. Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden 6 en 13, 
de opstaande zijden 4 en 5 M. Bereken in mM, nauwkeurig 
de lengte van de lijn, die de middens der evenwijdige zijden 
verbindt. (Zwolle, 1892.) 

Zie „Supplement”, VIT, 1895, bl. 47, twee Stereometrie- 
vrgstn, van dit ex. | 


19. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
v (Br 5) (14H60 B) + IH B) BPL 3). 
20. Welke geheele positieve waarden van z en „ voldoen 
aan de vergelijking Zw + 17y = 408 ? 
21, Los op: ve +3) Hv (e+ 3) =V (HU). 
22. Los op: Wv (5—4)=r (2e 7). 


23, Los logx op uit de vergelijking: 
„° log? a—ölogr—t 4 
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24. Een rechthoekige driehoek, waarvan de rechthoekszijden 
3 en 4 cM. lang zijn, wentelt achtereenvolgens om zijn 3 
zijden. Bereken de inhouden van de 3 lichamen, die ontstaan. 


25. Uit de hoekpunten van een geliĳkzijdigen driehoek , 
waarvan elke zijde 12 cM. lang is, zijn als middelpunten 3 
gelijke cirkels getrokken, die elkander aanraken. Hoe groot 
is de oppervlakte, die tusschen deze cirkels overblijft ? 


26. Los op: 2ty=—=5 en #° Jy? =35. 
27. Los op: Av (25-J-x) —r — 10. 


28. Bereken het kleinste getal, dat bij deeling door 4 en 
5 respectievelijk tot resten geeft 3 en 4. 


29. Als men op de 4 zijden van een rechthoek gelijkzijdige 
driehoeken beschrijft en de toppunten van die driehoeken 2 
aan 2 verbindt, dan ontstaan daardoor 4 driehoeken, die con- 
gruent zijn en te zamen zooveel inhoud hebben, als de recht- 
hoek. Bewijs dit. 


30. Geef het kleinste getal op, dat door 8 gedeeld 3 en 
door 11 gedeeld 5 tot rest geeft. 


31. Bepaal # uit: r log 4 15, 

32. Los « op uit: w (bel) — 1 (8-2) =v (1—1). 

33. Twee getallen te vinden, zóó dat het 4-voud van het 
eerste 7 meer is dan het 9-voud van het tweede. 

z+1 

34, Los x op uit: | AE B 

35. Los op: #5 —1=0. 

36. Los op: 1l-rv(rt5)=e. 

37. Bereken het kleinste getal, dat bij deeling door 8 en 
9 respectievelijk tot resten geeft Î en 2, 

38, Hoe groot is de straal van een cirkel, wanneer een 
segment van dien cirkel met een boog van 45° een oppervlak 
heeft van 412,7634... dM? ? : 

839. Een kegel wordt door 2 vlakken, evenwijdig aan het 
grondvlak , zoo gesneden, dat zijn hoogte in 8 gelijke deelen 
wordt verdeeld. Bereken de verhouding der inhouden van de 
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3 stukken, als de hoogte van den kegel = Jh en de straal 
van zijn grondvlak —= « is. 

40. Van een driezijdige pyramide is de hoogte 6 cM. en 
de zijden van het grondvlak zijn 7,8 en 9 cM. Bereken den 
inhoud in tienden van kub. m.M. nauwkeurig. 


41. Twee getallen te vinden, zoo dat het 4-voud van het, 


eerste 7 meer is dan het 9-voud van het tweede. 

42. Los op: #v—y=l en xv? —y* =19. 

43. Ontbind in factoren: 24w? + 14v — 55. 

44, Bereken het oppervlak van een boldriehoek , als zh 
hoeken zijn: 72°, 58°12' en 94°51' en de straal van den hl 
1,2 c.M. is. 

45. Bewijs, dat in een rechthoekig trapezium , waarvan Je 
diagonalen loodrecht op elkaar staan, het loodrechte been mid- 
delevenredig is tusschen de twee evenwijdige zijden. Zoo ook 
het omgekeerde. | 


Eene Eigenschap betreffende den Inhoud van een Trapezium. 


(De lezer teekene de figuur.) Zij ABCD 
een trapezium, waarin de diagonalen 
AC en BD elkaar in O snijden. 

Men heeft nu: | 

AAOB: A AOD = BO: ‚DO, 
en ABOC: ACOD =BO: DO 
dus A AOB: AAOD = ABOC; ACOD 


of A AOB: AAOD — AAOD: ACOD 


dus A AOD =1r (A AOB. A COD) 
en ook A BOC =rv (A AOB. ACOD) 
A AOB == A AOB | 


A COD=A COD 


EEE opt. 

Inh. Trap ABCD = AAOB +21 (AAOB. ACO) + ACOD 
= (VA AOB 4 ACOD)? 
d.i. De inhoud van een trapezium is gelijk aan het vierkant 
der som van de tweedemachtswortels wit de driehdeken van de 

evenwijdige zijden. Ĳ 

D. Dr, ». J. M. 
| 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 10981117. 


1098. Van twee getallen, elk van drie cijfers, is de som 999. 
Schrijft men ze naast elkaar, door een decimaalteeken 
gescheiden , dan is het eene van de twee getallen , die 
men op die wijze verkrijgen kan, zesmaal zoo groot als 
het andere. Welke zijn die getallen ? 

(Lit. Math. 1892.) 


Oplossing. 


Als de getallen naast elkander worden geplaatst, en men 
zet de twee op die wijze verkregen getallen onder elkander, 
dan is hunne som: 999,999. 

Het eene getal is 6 maal zoo groot als het andere; die som 
bevat dus het zevenvoud van het kleinste getal. Dit is dus 
999,999 : 7 —= 142,857, 

De twee gevraagde getallen zijn dus 142 en 857. 

J. B. BAKKER; SCHIFFER, 


Tweede oplossing. 


Zij het kleinste getal van drie cijfers [a5c] en het grootste 
getal van drie cijfers [def|, dan is [aZel +-[def) — 999. 


Men heeft nu: Vlabd), [der || : zer), laod mn 16 daan 


LIANA | +7 = |A, Pt 


of 999,999 :7 = | aoe, ae); ait: 
waaruit: abel, | def] — 142,857. 


Alzoo is jab) = 142 en [def| —= 857. 
J. M.; v. on. War & VeERBORGH. 


Derde oplossing. 


Zij van het eene getal het cijfer der honderdtallen = z, 
dat der tientallen = y en dat der eenheden == z; dan is het 
eene getal 100r + 10y + z en het andere getal 

999 — (100 J- 10, + 2) 

We hebben dus de vergelijking 
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6 1002 + 10y +2 + 0,001 (999 — (1002 + 10y +2) = 
999 — 1002 — 10y — 2 J- 0,001 (100r + 10y Jz), 
waaruit we vinden: 100r + 10y J-z==142. 
Het eene getal is dus 142 en het andere 857. 
A. G. ». B. 
Vierde oplossing. 


Stel het eene getal r, dan is het andere (999 — 7). 

De beide getallen, die men kan vormen, gelijk dit in de 

opgave bedoeld is, zijn x + Led en (999 —x) + Toos: 

Wij hebben alzoo de volgende vergelijking : 
999 — 7 v : 

an Rt 6 (999 EH zooo) waaruit # — 857. 
Het eene getal is alzoo 857 en het andere 999 — 857 — 142, 

ScmrreR; J. Tu. pe Bruin. 


; m,n 
1099. De waarde te vinden van je ann ‚ als m en „ de wor- 


tels zijn van de vergelijking az? J be +c= 0. 
(Lit. Math. 1892.) 


Oplosstng. 
Men heeft: 
B _ m2 dn? (mn)? — 2mn _ (mn)? Ee 
nm mn mn ë 


mn 
In de vergelijking: aa? Jbe J-c=0 


b c 
of z? 7 == 0 
ant Er 
b C- 
Is 7 Lm CN LL == Te 
1%: 5 1 rel 
Maar z, =m en «, =N. 
Dus hebben we: 


Gede 
2 
We REEDE Ae 


n m mn 


a 
_—_ 


b2 — Zac 
STE J. B. BAKKER. 
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1100. a. Van eene meetkundige reeks van zes termen is de 
eerste term == 100, Neemt men van alle termen de 


logarithme, dan is de som dier logarithmen = 7. 
Welke is die reeks? (Zonder logarithmentafel.) 

b. Welke waarde heeft # in log. logr= — 1/ö. 

(Met eene logarithmentafel ) 

(Lit. Math. 1892.) 


Oplossing. 
a) Zij de meetk. reeks van zes termen a, ar, ar*, ar*» 


ar* en ar? 
De logarithmen dezer termen zijn in volgorde: 
log a, loga +-logr, log a + 2logr, log a + 3 log r, 
log a J-4log r en log a + ö log r. 


De som dezer logarithmen == 6 log a + 15 log r. 
Daar a — 100, is log a = 2 en 6 logat-15 logr = 12415 log r. 
Nu is 12-15 logs =7, dus logr= e= 
2 
| ETON 
en DE oe 
en Wte ï = of 100, 


dus de meetkundige reeks is : 
100, 108100, 10810, 10, 100 en B710. 


b) log „loge =— 18 
—log.logs=—= wò 


log (— log . log #) = ; log 3 = 0,2385606 


— log log v —= 1,73205 
log log z — —1,73205 — 8,26795 — 10 
log # — 0,0185331 
x—1,0436. 
Luirink ; J. M.; Scuirrer; v. D. WaL & VERBORGH, 


1101. Een aannemer heeft twee werken onderhanden ; de vol- 
tooïing van het eerste vordert driemaal zooveel tijd als 
die van het andere, Aan het grootste gebruikt hij 21 
arbeiders, aan het kleinste 9. Ieder man werkt 12 uur 
daags en allen werken even hard. Het kleinste werk 
zal dus het eerste gereed zijn, maar hij wil beide wer- 
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ken te gelijkertijd klaar hebben. Hoeveel uur per dag 
zal de kleinste ploeg de grootste dan dagelijks moeten 
helpen ? 

(Adelborst.) 


Oplossing. 


Er werken 9 + 21 — 30 man 12 uur daags. Ze maken 
dus samen 30 X12 u. == 360 uur arbeid per dag aan de twee 
werken af. 

Het eene werk is 3 X zoo groot als het andere, zoodat 


daaraan per dag : X 360 uur == 270 uur arbeid moet ge- 


gedaan worden. 21 man doen daaraan 21 X 12 uur = 252 uur, 
zoodat er 270 — 252 uur = 18 uur arbeid overblijft voor de 
9 man van ’t andere werk. 


18 uur : 9 = 2 uur per dag moeten de 9 man aan het 
grootste helpen en zelf 12 — 2 — 10 uur aan het kleinste 
arbeiden. AGD B: 


Tweede oplossing. 


a. Rekenkundig. Hij heeft 30 man, die elk 12 uur wer- 
ken of 360 uur werk verrichten. Het kleine werk eischt om 


tegelijkertijd met het groote klaar te zijn : Xx 360 uur = 90 uur. 


De 9 arbeiders behoeven daaraan dus per dag 10 uur te 
werken en helpen 2 uur per dag aan het groote werk. 
b. Algebraïsch, De 9 arb. helpen dagelijks a uur de 21 
Anne =9 X(12 —4) 
7 X12 3 Xa == 108 — Ja 
12a = 108 — 84 = 24 
a=2 uur. 


LUITINK ; SCHIFFER. 
Derde oplossing. 


werklieden, dan is 


Aan het kleinste werk werken 9 arbeiders, die de 21 van 
het grootste werk helpen. Aan het kleinste werk wordt dus 
niet 12 uren per dag gewerkt In den tijd, dat de 9 arbei- 
ders aan het kleinste bezig zijn, wordt van het grootste 
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5 == 2 maal zooveel afgedaan. Er moet echter 3 maal zooveel 


gedaan worden, dus nog 7 maal zooveel. Dit zou door 6 


arbeiders in denzelfden tijd gedaan kunnen worden. Aan dit 
gedeelte echter werken 21 arb. J- 9 arb. — 30 arbeiders. 


Die doen het dus in : van dien tijd. De tijd, dat de 9 ar- 


beiders aan het kleinste werken, staat dus tot dien, gedurende 
welken ze aan het grootste bezig zijn, als 5 : 1. 

Ze werken in ’t geheel 12 uren, dus werken ze aan het 
grootste 2 uren per dag. J. B. BAKKER. 


1102. Iemand neemt # 5000 op hypotheek à 4°/, ’s jaars. 
Als hij in 4 jaarlijksche termijnen alles afdoet en aan 
't einde van elk jaar evenveel aan kapitaal en interest 
betaalt, hoeveel moet hij dan telkens betalen ? 
(Ex.-vrgst. Hoofd d. Sch.) 


Oplossing. 
f 100 eontant is à 4°/, na 1 jr.. . f 104, 
Deze f 104 wordt na 1 jr.. . . . „ 108,16 
f_ 108,16 id. tes ver np 112,4864 
f 112,4864 id.  *__„ 116,985856 
Als na elk jaar f 116, 985856 Merde af beras dan is de 
eerste termijn — f 112,4864 contant 


bwbede Ws ==, 108,16 2 

derde „ == 104, E 

vierde „ == „ 100,— 8 
samen —= f 424,6464 contant. 


Zoo menigmaal nu f 424,6464 op hypotheek is genomen, 
zoo menigmaal bedraagt elke termijn f 116,985856. 
Elke termijn is dus 
5000 584929,28 
za paoa 1 16,88 Sf rara 
Tweede oplossing. 
Stel, dat hij aan het einde van elk jaar / z aan kapitaal 
en interest betaalt, dan is de contante waarde van die 4 jaar- 
lijksche termijnen , omdat het percent 4 bedraagt, 


== f 1377,4502. 
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Det ANR 1,044 —1 
ron L04A ren O4 A AOR 
zr 1,044 — 1 
= 10 X 00E = f 5000, 
__ 5000 X 0,04 x 1,04% _ 200 x 1,044 
ae EE Ti CE AN! 


log 1,04% — 4 X 0,0170333 — 0,0681332 
dus 1,04* —= 1,1698585 en 1,04* — 1 = 0,1698585. 
200 Xx 1,1698585 __ 233,9717 __ 
Derhalve z = 01698585 _ — 0,1698585 == f1371 Ln 
zijnde hetgeen hij jaarlijks moet betalen. 
v. D. War & VERBORGH. 


1103. Van een A ABC zijn de opstaande zijden AB en BO 
benevens de bissectrix BD gegeven; men vraagt den 
driehoek te construeeren,. Dr. pn. J. M. 


Oplossing. 


De lezer teekene de figuur. Wanneer 
wij met deze gegevens een der stukken 
van de basis AD of DC kunnen bepa- 
len, dan is het vraagstuk opgelost. 

Wij hebben: 

BD? = AB X BC — AD x DO, 
of AD XxXDC=AB Xx BC — BD? 
Construeer nu de meetkundige middelevenredige p tusschen 
de lijnen AB en BO, dan is: AD XxDC =p? — BD? 
Wanneer wij nu een rechthoekigen driehoek construeeren 
met p als schuine zijde en BD als een der rechthoekszijden , 
zij dan q de andere rechthoekszijde, dan is: AD x DC =g?. 


Verder hebben wij: 
AB _ AD _ AD Xx DC q? 
BO DOT TD0T DEP 
2 
of DC: — Î Ki mm ix 1 X q. 
Wanneer wij nu tot de grootheden AB, BC en q een vierde 
evenredige m zoeken, dan hebben wij DO? = mg, dus DC de 


meetkundig middelevenredige tusschen m en g. 





| 
| 


Ee ENE 
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Van den driehoek BDC zijn nu de drie zijden bekend, dus 
die driehoek kan geconstrueerd worden. Maakt men nu den 
hoek ABD == den hoek BDC, dan is de gevraagde driehoek 
geteekend. p. J. M. 


Met deze oplossing komen die van Scuirrer en Lurrink oveeren. 
Tweede oplossing. 


Van A ABC zijn gegeven: de op- 
staande zijden BC=—=a en AC =b, be- 
nevens de bissectrix CD == p. 

Zij de A geconstrueerd. Verlengen 
we AC met CE == BC en verbinden we 
E met B, dan ontstaat de geliĳjkbeenige 
A BCE, waarin / CBE = / BEC, 
Nu is / ACB = / CBE + / BEC, 


dus 5 L ACB =Z ACD == / BEC, 


Uit de gelijkheid van de // ACD en BEC volgt: CD // EB. 
We hebben dus AC:AE —=CD:EB 
of b:(a+b) == p: HEB. 

EB is dus de 4e evenredige tot 5, a Jb en p. 

Van A BCE zijn derhalve de 3 zijden bekend , zoodat deze 
A te construeeren is. 

Construeeren we dus den A CEB en verlengen we EC met 
CA —= b, dan ontstaat door de verbinding van A met B de 
gevraagde driehoek ABC. 

Het bewijs volgt uit de constructie. 

v. D, War & VERBORGH. 


Hiermee komen overeen de opl. van J. Ta. pe Bruin; 
A. G. pn. B.; J. M. 


1104, Oplossen : 


TYz rig Tyw ep 
ztytedw 83° adytehw 6’ 
VZW 2 yzw 1 


vdy ded w mi de ehydedw us 


E, 
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Oplossing. 
Stellen wij zy 4-2-w==s, dan zijn de vergel. 
10 
mes EO . vew==zS, YW =S 3 8 


6 8 
waarvan het gedurig product is 


250 E 5 2 
See 4 En HEE es 
(zyrw)? —= rp waaruit ay2w — 5 $ B 58. 


Deze laatste gedeeld door de eerste vier geeft : 


5 2 
wg 58 
2 
e= gs 
6 
bnl. 
ij 
som 
eG 30 
s3 =6X6 X2X2s 
of en iS Te 
Nu is zyzw == + 20 H8= HE 40 
en Ee dus wz= 5 
vyw == tE 10 En TE 
Wen dU ee | 
yew = + 40 e=. “J.G Küng: 


Tweede oplossing. 


Vermenigvuldigt men de fe vorg. met w, de 2e met 2, de 
3e met y en de 4e met w, dan zijn de eerste leden der vier 
verg. aan elkander gelijk , waardoor 

2 5 5 10 

BRS =39 ENG w, 
hierdoor wordt w=bv, 2= 4e, y=?r en deze waarden 
gesubstitueerd in eene der vier geg. verg. bijv. in de eerste geeft 
vyz teha ra Zok 

vyhedw md 2e Jhr dbx A2 TE 
waaruit z == 1, en hieruit volgt: 
y=t2,e=t4, ws tb 7d 0 Her 
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Hiermede stemmen overeen de oplossingen van de overige 
inzenders J. Tu. pe Bruin; v. Dn. War & VerBoren; J. B. 
Bakker; J. M.; Scuirrer. 


1105. Stelling, Wanneer men de zijden van een ingeschre- 
ven vierhoek twee aan twee verlengt tot zij elkander 
ontmoeten en men in dien vierhoek de diagonalen trekt ; 
voorts uit een der ontmoetingspunten en door het snij- 
punt der diagonalen een snijlijn door den cirkel; dan 
zullen de beide lijnen uit het andere ontmoetingspunt 
getrokken naar de punten, alwaar de snijlijn den cirkel 
ontmoet, raaklijnen aan dien cirkel zijn. E. 


Oplossing. 


Bewijs. Zij ABCD de inge- 
schreven vierhoek, E en F' 
de ontmoetings-punten der 
overstaande zijden; P het 
snijpunt der diagonalen en 
HF de snijĳlijn, dan moet be- 
wezen worden, dat EH en 
EG raaklijnen aan den cirkel 
zijn, j 

1°. Als HE en GE raak- 

sed lijnen aan den cirkel zijn, 
is drieh. HGE gelijkbeenig. Denken wij ons in dien drieh. eene 
loodlijn uit E op HG nedergelaten, die de basis in M ontmoet, 
dan is in drieh. HKE: 
HE? = KE? J HK? J2HK Xx KM 
—=KE? + HK (HK +2 KM). 





1 


Nu is HK + KM == HM = MG 
dus HK +2KM == MG JKM == KG; 
derh. is HE? —= KE? + HK Xx KG; 
maar HK x KG = BK X KA, 
dus is ook HE? = KE? + BK x KA 

= (EB 4- BK)? + BK Xx KA; 
maar HE? — BE X AE, 


dus is BE x AE = (EB + BK)? + BK x KA 
De Vriend der Wiskunde. X. 9 
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BE? JBEXBKHBEXKA —= BE242BEXBKBK?2J-BKXKA 
of BE x KA = BE X BK + BK? + BK x AK 
— BK Xx AE, 

Derhalve: Als HE en GE raaklijnen aan den cirkel zijn, 
dan is AE harmonisch verdeeld. 

2°, In drieh. ABF is door het trekken der drie hoektrans- 
versalen BC x DF x AK = BK x DA Xx CF 
en door het trekken van de transversaal DE: 

BC x DF x AE = BE x CF x DA. 
Door het deelen van deze vergelijkingen in elkander komt 
AK:AE = BK: BE 
of AK Xx BE = AE Xx BK, 
waaruit blijkt dat AB harmonisch verdeeld is. 

Daar uit beide onderstellingen blijkt dat de koorde AB op 
dezelfde wijze harmonisch verdeeld is, zoo volgt hieruit dat 
beide onderstellingen bij elkander behooren; waardoor de stel- 
ling bewezen is. 


Tweede oplossing. 


Stelling. Van den ingeschr. vierh. ABCD zijn de over- 
staande zijden verlengd tot zij elkaar snijden in de punten E 
en EF. Door het snijpunt P der diagonalen heeft men de snijlijn 
FH getrokken. Te bewijzen dat EG en EH uit E naar de 
snijpunten G en H getrokken raaklijnen zijn. 

Bewijs. FDPCBA is eene volledige vierzijde. Daarin ziet 
men, dat de diagonaal FP de beide andere DC en AB respec- 
tievelijk in L en K snijdt. Deze punten zijn derhalve harmo- 
nisch toegevoegd ten aanzien van DC en AB, zoodat FP de 
poollijn is van E,‚ en dus E wederkeerig de pool van GH, waar- 
uit volgt, dat HE en GE de raaklijnen zijn uit E naar G en 
H getrokken. J. Tr. pe Bruin. 


1106. Twee plaatsen A en B zijn door een stoomtram ver- 
bonden, De duur der reis is 25 uur, terwijl geliĳk- 


tijdig uit A en B om het uur een trein vertrekt. Men 
vraagt: 1°, Op welke punten van den weg heeft men 
wissels noodig? 2° Welke veranderingen moeten wor- 
den gebracht in het aantal machines en in het aantal 


nn eenn aa 
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en de plaats der wissels, als de treinen op halve uren 

uit A,‚en op heele uren uit B vertrekken ? 

(Hoofdakte Ex.-vrgst.) 
Oplossing. 


je 
colus 

if 
col 

EJ 





4 
1°. ledere tram doet per uur 7 van den weg. 


Een tram uit A ontmoet een gelijktijdig uit B vertrokken 
tram halverwege. 
Een tram uit A ontmoet een tram, die Ì uur later uit B 
9 4 


mmm 


5 
vertrokken is, op Zen = jg van den weg afstands van B. 
Een tram uit A ontmoet een tram, die 2 uur later uit B 


9 4 
added 
vertrokken is, op —_——- = jj van den weg afstands van B. 
Een tram uit A ontmoet een tram, die 1 uur vroeger uit B 
9 4 
8 OENE TRED 
vertrokken is, op mon jg Ten den weg afstands van A, 
en een tram uit A. ontmoet een tram, die 2 uur vroeger uit B 
9 4 
a AX 


vertrokken is, op RE van den weg afstands van A. 


2 18 
5 LD Obed 
De ontmoetingen hebben dus plaats op B 1’ ® 18 P TB 


van den weg afstands van A (of van B zoo men wil), zoodat 
er vijf wissels noodig zijn. 
Voor deze dienstregeling zijn er minstens zes machines noodig. 


2°, De treinen vertrekken op halve uren uit A, op heele uren 


* 


: ' Een Î 
uitB. Een tram uit A ontmoet den trein, die z uur later uit 


9 Wd 
arne 


B vertrekt, op Se == z van den weg afstands van B, 
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Een tram uit A ontmoet een tram uit B, die E uur later 


9 ed 
dn a 
vertrekt, op KAT Tg Ten den weg afstands van B. 


. 1 . 
Een tram uit A ontmoet een tram, die z uur vroeger uit B 


Oels 
vertrokken is, op ee = jg ven den weg afstands van 


1 
À of, wat hetzelfde is, op zg van den weg afstands van B. 


rt d 
Een tram uit A ontmoet een tram, die 15 uur vroeger uit B 
Ds | 
Tr 0 ID 


vertrokken is, op gr heven den weg afstands van 


A, of wat hetzelfde is op Ee van den weg afstands van b. 

81 hell „ie 
Er moeten dus wissels geplaatst worden op 18’ 18 Ti A 75 
7 


3 
van den weg afstands van B (of zoo men wil ook op TT 


11 


en zo van den weg afstands van A.) 


Volgens deze dienstregeling zijn er maar 4 wissels noodig 
en slechts 5 TEE 


Zoo de le trein A 7 uur vroeger vertrekt dan de fe trein 


uit B, moeten er ’s morgens 3 machines in A aanwezig zijn 
en 2 in B. 


Vertrekt de 1e trein uit A3 uur later dan de le trein uit 


B, dan behoeven er ’s morgens in A maar 2 en in B 3 ma- 
Kek aanwezig te zijn. 
Met 5 machines kan men dus volstaan. 
v. D. War & VerBorGH, 
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Tweede oplossing. 
De tram, die om 12 uur uit A vertrekt, is te 2 uur te 


B en ontmoet dus de trams, die te 12, 1 en 2 uur uit B 
vertrekken. De eerste ontmoet hij juist in het midden van den 


4 5 
weg; de 2e midden tusschen 5 van A en Bin, dus rg van B; 


1 
de 3e tusschen 5 van A en B of op rg van B. 

Maar bovendien ontmoet de tram van 12 uur uit A nog de 
trams, die om 10 en 11 uur uit B zijn vertrokken. Die van 


10 uur was 5 en van ll uur 5 reeds op weg. Die trams wer- 


den ontmoet op de helft van 5 of 5 van A en op de helft 


van î of 2 van A. Er moeten dus wissels gelegd worden 


9 
TN: ORE Ben eenden 
ERA COT RE: ik 
De tram uit A ontmoet 5 trams uit B, en kan om 3 uur 
uur terug gaan; er zijn dus 6 machines en 5 wissels noodig. 


B. Wanneer op de halve uren een tram uit A vertrekt, 
en uit B op de volle uren, zal de tram, die om 12 uur uit 
B vertrekt, de trams ontmoeten, die tusschen 12 — 2 en 95 en 
12+ 2 En 2 uur uit A zijn vertrokken, of wel de trams, 
die om half 11, half 12, half 1 en half 2 uit A gaan. Er 
zijn dus nu vijf machines noodig. 

Om 12 uur zijn uit A op den weg 2 trams op een afstand 


: en 5 van A. Die worden dus ontmoet op de helft van 
3 d 3 1 
zezFn ee vab. 


De trams van half 1 en half 2 kunnen wij beschouwen om 


12 uur te zijn , en 5 achter A. Die worden dus ontmoet 
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Ee 
9 9 15 8 
anne AT ST of op ze n jg van B. Uit 
B gerekend moeten 4 wissels gelegd worden en wel op 
Knel al 5 
te Hg Lg den weg. 
Er is dus éen machine en éen wissel minder noodig , maar 
alle wissels moeten verlegd worden. De wissels liggen sym- 
metrisch uit A en uit B. SCHIFFER. 





op een afstand 


1107. De vorm 84 +6, waarin a een geheel getal voorstelt, 
kan geen volkomen derdemacht zijn, Men vraagt het bewijs. 
(Hris, Alg. Herh. no. 121.) P‚nG/e Nt 


Oplossing. 

Bt 6—=2(4a 4-3). a is een geheel getal. Is ook 

een geheel getal, dan is Aa even èn il 3 dus oneven. 

Zal nu ga’ + 6 een volkomen derdemacht zijn, dan moet 

4Aa'* +3 nog 2 factoren 2 bevatten, en dit kan niet, omdat 
4a —J- 3 oneven is. 


Is „ dus, evenals a, een geheel getal, dan is Sa’ +6 
geen volkomen derdemacht. 


Maar van „ is niets gegeven. Neemt men # b.v. = — 5 
en a == 16, dan vn men : 

Ba" +6 =8X16 EG =8X mi te=8xi Le 

hd eeen elk 3e-macht. 
Is » positief en geen geheel getal, b.v. = en dan heeft men 
1 
(Ba 6) =2 (40? 43) =2 (Aa 43). 
Nu is 174 onmeetbaar of meetbaar. In het eerste geval 


is 4yad-3 geen 4-voud, in het tweede goval is 4 “a even 
en dus 41/43 oneven. 47//a +3 is dan ook geen 4-voud. 
De vorm 84’ +6 bezit dus dan wel één factor 2, maar 
geen 3 factoren 2, en is derhalve in dit geval ook geen vol- 
komen derdemacht. v. D. War & VERBORGH, 
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1108, Eene bode reist van A naar B in Î4 uren; tegelijker- 
tijd vertrekt uit eene andere plaats C, die 2,5 G.M, 
verder van B verwijderd is dan A, insgelijks een bode 
naar B. Om nu met den eersten tegelijk in B aan 
te komen, moet hij op elke 5 G.M. een half uur aan 
tijd winnen. 

a) Hoever ligt A van B verwijderd ? 
5) Hoe wordt de oplossing, als men 
l4A=t, 25=s, 5=n en 0,5 —=g stelt? 
(Hers, S 61, 46.) (S 71, 60 en 61.) 
Oplossing. 
C Á B 
| 2,5 | ĳ GM. | 


a) De bode uit A reist in 14 uren naar B, 


De bode uit C, die 2 G.M. verder van B verwijderd is dan 


A, volbrengt de reis naar B eveneens in 14 uren. 
Stel den afstand van A naar B z G.M., dan doet de bode 


7 
uit A # G.M. in 14 uren en 5 G.M. in 5 X uur = uur 


De bode uit C doet x + 2 G.M. in 14 uren en 5 G.M. der- 


14 
halve in 5 X Se UE Our, Volgens het vraag- 
0 70 ; nn 
stuk is Le ss, waaruit na herleiding 


1 
xv +- 2 
pa +2 350 =0, dus # = 175 en — 20, 
Daar de negatieve waarde van # niet in aanmerking komt, 
is de afstand van A tot B 175 G.M, 


b) Nemen we nu 14=t, 25 =s, 5=n en 05 =g, 
dan heeft men 
t 


vS ei 
Lt (e + 3) 
nia nis — nie = g2? J- gea 





É 
nX -——Nn X 
x g 


156 


dus ger J- gsx — nis —=0 
| ats 0, waaruit volgt: 
1 Vv! nis 1 1 di 
Tris d- 03 Em en ed A CP 8 
az tE Vzgr + 9 5 5 s2g? + Antsg 
Daar « niet negatief mag zijn, is 
1 1 
Zn he RA Ì 
T 5 +5, sg? + Ántsg 


v. D. War & VeERBORGH, 


Tweede oplossing. 


a. Noemen we den eersten bode P, den tweeden Q en stellen 
we den afstand van A tot B=—=z GM, die van C tot B is dan 


=(e +25) GM. 
Nu leggen P en Q in 14 uren respectievelijk # GM, en 
(+25) G.M. af, dus legt P 1 GM. af in = X 1 uur en Q 
14 





1 GM, in í X 1 uur. 
Op elke 5 G.M. moet Q een half uur aan tijd winnen ; op 
Á, 1 
1 G.M. mijl dus Tj ver. 
14 
Alzoo is DE _—____z= Le waaruit z = 17} en — 20. 
Ln i0 2 


Daar z volgens den aard van het vraagstuk niet negatief 
kan zijn, voldoet hiervan alleen de eerste waarde; A is dus 


1 
175 GM. van B verwijderd. 


b. Stellen we 14—=t; 25 =s;5 5-=n en 0,5 =g, dan 
hebben we: 


P legt v G.M. af in f uur, dus 1 G.M, im X 1 uur. 


X 1 uur. 





' 6 { 
Q legt (e + s) GM, in 4 uur af, dus 1 G.M, in ep 
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Q moet op » G.M. g uur uitwinnen, dus op 1 aM? Xx 1 


uur. Alzoo is 





t BARD ERE. INE br GA 

En aag 
' 1 1 É 

waaruit — — 5 s J- 5 Vs + (de neg. waarde van x 


komt niet in aanmerking). De afstand van A tot B is dus = 


1 Vv „fins ) 4 
5x ( st J jj — s)xX1GM.= 
=—i sv (er g? HAntsy) G.M. 
E. B. J. Luirink ; W. Meiser. 
Derde oplossing. 


a. Hoe ver ligt A van B verwijderd ? 
Stel, dat de 2e bode in z uur 5 G.M. aflegt, dan zal de le 


over 5 GM. 2t5 uur doen. De lengte van den weg AB zal 


dus zijn xX5G.M, en die van CB 7 XD G.M. 


14 
1 
| Nu is CB =25 G.M., dus moet: 


| ni 
| en x5G.M. 4-25 GM, = = x 5 GM. 


dv + 5 
Wij hebben dus z op te lossen uit de volgende vergelijking. 


4 15 
Ë Xb EXE, waaruit ET J-n, 


Le 4 
B 


De neg. waarde van « kan niet voldoen, dus is z = 3,5. 


XxX 5 C.M. = 17,5 GM. lang. 











De weg AB is dus het 
En 
Bi 
b. Hoe wordt de opl. als: 
KA ln Dine dl Onee Wen 0,5 =— gis P 
In # uur doet de 2e bode n G.M., de 1e b. in zg uur 


138 


n G.M,; dus de 2e in {uur Ë xn G.M. en de le bode ij 
x zg 
Xn GM. Wij Sen nu de vree 


Xn =r XxX n 
zo En 


waaruit ER Vv (o 3 +). 
t in 
ee zn Bede d en ga) Dpt 
2 3973 (7° ) 


2} 
J. Tr. ve BRUIN. 


Dol => 


1109. Welke reëele waarden voor de onbekenden voldoen aan 
de vergelijking : 
vr — Uy J- Sy? J- Gr — 76y H184=0. Hoer. 


Oplossing. 


Lost men de vergelijking volgens een der onbekenden bijv. 
volgens z op, dan verkrijgt men 
zt —(2y — 6) J- 84? — 76y 184 =0 
=p 3dEr (yr —6y HI — 842 J 76y — 184) 
—=y— 3 Er (—1y? + 70y — 175) 


=y 3d 15) =y-3tEyY IV — 


Opdat x eene reëele waarde verkrijge, moet de imaginaire 
vorm y/ — 7 verdwijnen, en dat kan alleen als y —5 == 0 is. 
Daardoor verkrijgen wij de beide vergelijkingen 
y—5=0 en z=y—ì 
waaruit LOD ne Eerr. 
Hiermede stemt overeen de oplossing van v. D. W. & V. 


Tweede oplossing. 


Substitueeren we in de gegeven verg. z=y Jz, dan gaat 
zij over in: 

ye 2y teg 8yr H6(y J2) — 76y + 184 =0 
of 2d ye J- 2% — 2y2— 2yz JB J-Oyh62—76 184 =O 
of Ty? — 10y +22 J 62 J- 184 —=0 

Ty? — 10y J- 175 J 22 J- 62 HI =O 
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Ty? — 10y 4-25) H 22 +62 JI =0 
Ty — 5)? H(e43)2 =0. 

Aan deze verg. kan voor reëele waarden van y en z alleen 
worden voldaan, wanneer beide termen van het eerste lid = 
O zijn, dus 7(y—5)?=0, waaruit y=5, enz J-3=0, 
waaruit 2 = — 8. 

v=ydz2=5—3=2. Alzoo is het eenige stel wortels 
der verg. #=?2, y= 5. W Meier, 


1110. Welke reëele waarden voor de onbekenden voldoen aan 
deze vergelijking | 
9y? — 12ay —6y — 412? 229 —179=0P 
| EGER. 
Oplossing. 

Herleidt men deze vergelijking door haar volgens eene der 
onbekenden bijv. y op te lossen, dan verkrijgt men achtereen- 
volgens : 

| Ar J-2 Alo? — 2294 + 179 


tl dhr: doep Leiste opde 7de) 
‚Hay (egen 





oe oe yv (be? — Dr + 20) = Dn VS (el) (z—4). 


Nu is de eerste vraag: welke waarden voor # maken den 
wortelvorm rationeel? Reeds ziet men dat == 1 en «== 4 
dat doen, want dan wordt de wortelvorm — 0; ook voor alle 
waarden van z grooter dan 4 of kleiner dan 1 wordt de wor- 
telvorm reöel; maar wenscht men ook rationeele waarden, 


dan stelt men Dr? — 25e J- 20 = m? 
2 
bepa 
DL 45 + 4m? 
s=iteVl 5): 
2 ‚ 
Stelt men nu he of Am? = 52? — 45, dan 


verkrijgt men door toepassing der methode van Lrsuy 


TE beet) 
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waardoor RAE =jz—15 en ee za 3 


ie 5ge — 15g „Pe 3 


2p 2q 
hierdoor is Sga15g PaP 
ap 2q 
_ 3p? +159? 
je Te 


in welken vorm p en g alle mogelijke waarden kunnen hebben. 
Stelt men bijv. p=i, '2enz 
Je LOD 


dan is ol ee 


e 
Il 


EGER. 


Hiermede stemmen overeen de oplossingen van W. Meier 
en v. D. War & VerBoraa. 


1111, Wanneer men een cirkel trekt, die de beenen van een 
gegeven hoek raakt, daarna de koorde tusschen de 
raakpunten, en eindelijk uit een willekeurig punt aan 
den omtrek loodlijnen op deze drie lijnen trekt, is de 
loodlijn op de koorde meetkundig middelevenredig tus- 
schen de beide andere. Men vraagt het bewijs, Erm. 


Oplossing. 


Zij P of P' het willekeurige punt aan den omtrek, PA , 
PB en PC de drie loodlijnen, dan moet bewezen worden : 
| PB2 PAX PG 
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Trek daartoe de lijnen PD 
en PE naar de raakpunten. 


Nu is / PDB — bg EC en 


(SPEO == 5 bg PB, dus 


EPDB PEC 
ON fm AN DET 
dus APDBx A PEC. 
Evenzoo bewijst men 
A ADP A BPE. 
Uit het eerste paar volgt: 
PORR Rb: BD | 
en uit het andere paar: PE: PB = PD: PA, 
Het product der overeenkomstige termen dezer evenredig- 
heden geeft na vereenvoudiging : 
PO SPD =S PBEBA 
hetgeen te bewijzen was. 
Het bewijs voor P' is volkomen aan het bovenstaande gelijk, 
EGER. 





1112. Bewijs, dat de meetkundige plaats der middens der 
koorden, die uit een zelfde punt van een cirkelomtrek 
in dien cirkel getrokken zijn, een cirkelomtrek is, 
waarvan de middellijn gelijk is aan den straal van den 
gegeven cirkel. 

(J. VersLuys, Meth. $ 52, 8.) 


Oplossing. 


Zij PQ een willekeurige koorde uit het 
punt P in cirkel M getrokken, en N het 
midden van PQ. Trek de middellijn PA, 
en de lijnen AQ en MN. Nu is 
PM: MA =PN:NQ =1, dus MN// AQ, 
waaruit volgt, dat / PNM =/ PQA= 
90°, Het punt N ligt dus op den omtrek 

_van den op PM als middellijn beschreven 
cirkel. 
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De meetkundige plaats van het punt N is dus de omtrek 
van den cirkel, waarvan de straal PM van den gegeven cirkel 
de middellijn is. W. Meiser, 


1113. Een driehoek ABC te construeeren, als gegeven zijn 
Z A benevens de hoogtelijnen AD en BC, 
(J. VersLuys, Meth. $ 63, 1.) 


Oplossing. 


(De lezer teekene de figuur). 

Is de gegeven hoek A scherp, dan ligt het voetpunt E van 
de hoogtelijn BE op de zijde AC. Van den rechthoekigen A 
AEB zijn bekend : de scherpe hoek BAE en de rechthoekszijde 
BE, zoodat deze A kan worden geconstrueerd. 

Verder is Z ADB recht, en de lengte van AD gegeven. 

Is Z A stomp, dan valt E op het verlengde van CA, Van 
den rechth. A AEB zijn nu bekend: de scherpe hoek BAE = 
180° — A, en de rechthoekszijde BE. We leiden hieruit de 
volgende constructie af: 

Construeer een rechthoekigen A BEA, waarin / Ede rechte 
hoek is, BE = de gegeven hoogtelijn en / BAE — den gegeven 
LL A of = den supplementshoek van dezen, al naar Z A scherp 
of stomp is. Beschrijf op AB als middellijn een halven cirkel 
aan dezelfde zijde van AB als waar E ligt of aan den anderen 
kant, al naar Z A scherp of stomp is. Beschrijf uit A als 
middelpunt met een straal =de andere hoogtelijn AD een cir- 
kelboog, die den halven cirkel in D snijdt, trek BD en verleng 
deze tot aan haar ontmoetingspunt C met het verlengde van 
AE of EA, dan voldoet \ ABC aan de vraag. 

Voor de mogelijkheid der eonstructie is noodig, dat AB ) AD. 
is; in dat geval voldoet steeds één driehoek. W. Meiser, 
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Tweede oplossing. 


(De lezer teekene de figuur.) 

Zij A ABC de te construeeren driehoek, 
waarvan de hoogtelijnen AD en BE ge- 
geven zijn. Richten we in A (den ge: 
geven hoek) een loodlijn AF op de zijde 
AC op, maken we die gelijk aan BE en 
trekken vervolgens BF, dan is BF // AC, 
omdat AF | BE en / FAC = / BEA = 
90° is. 

Beschrijven we op AB een cirkel, met AB als middellijn , 
dan ligt D op dien cirkelomtrek, want £ ADB == 90°, 

Hieruit volgt dus deze constructie. 

Richt in het toppunt van den gegeven hoek A een loodlijn 
AF op een der beenen op. Maak AF = BE, Trek uit F een 
lijn // dat been, waarop de loodlijn is opgericht. Die lijn 
snijdt het andere been in B, Beschrijf op AB als middellijn 
een halven cirkel tusschen de beenen van / A, Zet daarin 
AD als koorde uit. Trek BD en verleng haar tot ze het 
been, waarop de loodlijn is opgericht, snijdt in C,‚ dan is 
ABC de gevraagde driehoek. Als AD ) AB is, is de con- 
structie onmogelijk. J. B. BAKKER. 


1114. Van een regelmatig achtvlak liggen de hoekpunten in 
de middelpunten der zijvlakken van een kubus. Bereken 
den inhoud van dit achtvlak als de ribbe van den 
kubus —= a is, 

(J. VersLuys, Ster, $ 267, 6) 


Oplossing. 


Omdat de hoekpunten van het achtvlak de middelpunten 
zijn der zijvlakken van den kubus, staan de diagonalen van 
het achtvlak loodrecht op de zijvlakken van den kubus en ziju 
dus even lang als de ribbe van den kubus, dus dr 0. 

Als de ribbe van het achtvlak — x is, dan is de diagonaal 


a 
d=2v2=—=a, dus TS 
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: 3 
Nu is Inh. achtvlak SE aj £ (5) va=ja 


3 


g inh. kubus. J. B. BAKKER, 


Tweede oplossing. 
Brengt men door twee der diagonalen van het achtvlak een 
vlak, dan wordt het achtvlak in twee evengroote vierzijdige 
pyramiden verdeeld, waarvan het grondvlak —= x? en de 


en Inh. kubus * = 
dus Inh. achtvlak == 


mm Q OP 


hoogte == zd= ja is, 


2 
| 4 a 
Aer de 5: Nete 
derh. Inh, achtvlak = 2. gtr (5) 
1 1 
mn 3 
== =g Inh. kubus. 
J. M.; A. G. pn. B.; Scurrrer; v. Dn, War & VerBoren; 


W. Meiser. 


1115. In een bol is een kegel beschreven, die denzelfden in- 
heud heeft, als het segment, dat aan het grondvlak 
van den kegel grenst. Bereken de hoogte van het seg- 


ment, als de straal van den bol = R is. 
(J VersLuys, Ster. 6.) | 
Oplossing. 


Een door de as van den kegel gebracht 
vlak snijdt den kegel volgens een gelijk- 
beenigen A ABC en het bolsegment volgens 
een cirkelsegment BDC. De middellijn AD 
van den cirkel snijdt BC rechthoekig in 
E. Nu is AE de hoogte van den kegel, en 

| DE de hoogte van het bolsegment. Stel 

DE ==; danis AE = 2R— 1; BE? — DE X AB == 4 (2R—r). 
Inhoud kegel (ABC) = 

5 zAE.BE? —= : z(2R—x).r(2R 27) == 7 rx (2R — z)?, 

Inhoud bolsegment (BDC) = 

5 rDE.BE' Hr DE — 3 


1 
3 7 (@R —#) 2? + 5 z o3, 
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Dus is : re(UR— a)? =3 7 (Re). at Hp re, 


of, daar # niet = 0 kan zijn: 
ná 1 1 
z@Re')=g (2R—e) et 5 eo. 
2.(2R—-z? =3(2R er). Jz? 
SR? — 8Rz J 24? — Rv — 31? + 4? 
4e? — ARo 8R2 =0; 2? —j Re 2R2—0, 


waaruit Di Ô Bt; Reeds 


Hiervan voldoet alleen Re R r/17 aan het vraagstuk, 


omdat rz {2R moet zijn. 
Dus is de gevraagde hoogte — 


: RTv 1) = 7 R (7 — 4,1231056) = 2 R x 2,876894 … 


OL IZA vn Eke 
J. M.; W. Meiser. 


Tweede oplossing. 


Zij M het middelpunt van den bol, BE 
de hoogte van den kegel, DE de hoogte 
van het segment. 

Stellen we ME == q, dan is BE = R +q 
en DE =R —g. 


Inhoud kegel = 7 AE? Xx : BE, of daar 
AEXCE —=AE? = BEXDE = (R+) (R—g) 
Inhoud kegel —; z(R +q)? (R—g). 


Inhoud segment AECD = : zh? (3R—h), als h de hoogte 


van het segment en R == straal van den bol is (Zie: Vr. 
d. W.,I, blz 175.) 
his hier = DE = R—g. 


Dus: Inhoud segment AECD = ; a (R—gq}? (2R 4-9) 
De Vriend der Wiskunde. X. 10 
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De inhouden van kegel en segment moeten gelijk zijn. 
Dus is Er Rt’ (R — pir — 0): @R +9) 
RPR D(R+) 
R? + 2Rg +q? =2R? — Ry — q? 
2g° +3Rg —R? =0 


2 
q° +5 Rq _ zt 


Even 
Os 17 
Leen ke 
Daar zRy11) IR, kan q niet nul zijn en kan alleen de 
waarde —IRHERVI voor q voldoen. 
Daar GRVIT=GRXAI2. 108. R is, is 


qg=1,03.. R— ER = 0,28 R ongeveer, dus de gevraagde 


hoogte van het segment —= R— 0,28 R == 0,72 R ongeveer. 
v.D. War & VerBoren; Scuirrer; A, G. D. B. 


1116. Een driehoek, waarvan de zijden 26, 28 en 30 cM. 
zijn, wentelt om een as, evenwijdig aan en op een 
afstand van 8 cM. van de langste zijde. Hoe groot is 
de inhoud van het door de omwenteling ontstane ring- 
vormige lichaam ? 
(J. VersLurs, Ster. 16.) 
Oplossing. 
Laten we de loodlijnen AE, BF en CG 
neer op de as L. Daar BC // FG, snijdt de 
loodlijn AE de zijde BC rechthoekig in D, 
zoodat AD hoogteliĳn is in A ABC. De 
inhoud van het ringvormige lichaam — 


I= (AEFB) + (AEGC) — (BFG) 
=i z EF. (BF? + BF X AE + AE?) + 
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5 r BG. (CG? JCG XAE + AR?) —r FG Xx BE. 


Daar nu BF —= CG en EF + EG = FG = BO is, hebben we: 
I=; EF. (BE* 4 BF XAE 4 AB“) + 


Hz 7 EG. (BE? + BF Xx AE + AE?) — z BC „BF? 


57 
=ä (EF + EG) (BE? + BF X AE + AE?) — z BC. BF? 
= 57 BC. (BE? + BE. AE 4 AR!) — 7.8 B0. BE 

1 


„| 


5 7 BO(BF. AE + AE? — 2 BF?) 


Nu zijn de lengten van al deze lijnen bekend, behalve die 
van AE, welke dus nog moet worden berekend. Hiertoe heb- 
ben we: AE ==AD + DE; AD —=2Inh. A ABC: BC 


Us (s—a) (s—b) (s—c) : a}. 1 cM. 
=(2V42.16.14.12:30). 1eM. =2.336:30.1 cM. 


Ee 22 cM, en AE = AD + DE = 22; eM.+8 cM. == 30,4 cM. 


Alzoo is 
I=} m.30 x(8.30,4 + 30,4? —2.82).1 cM3 
== 10 7 (243,2-924,16 — 128). 1eM? == 10 zr. 1039,36,1 cM: 
=—= 7x. 10393,6. 1 eM? — 32,652457 ... dM3. 
J. M.; W. Meiser. 


Tweede oplossing. 


Zij M het midden van BC; Z het zwaartepunt van A ABC, 
en laat de loodlijn ZH, uit Z op de as neergelaten , de zijde 
BC in K snijden.- Volgens den regel van GuLpin is nu 


I=inh. AABC, 2 zr ZH; alge AD +KH == 


1 


5 29, cM.--8 cM. = fan eM; Inh A ABC =— 336 cM?, 


15 
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dus 1—336.2r. 15, ‚1eM? — 10393,6 7. 1 cM2 
— 32,652457... dM*. 


ScuiFFER; V. D. War & VerBoren; W. Meiser. 


1117, Uit het hoekpunt A van een vierkant ABCD trekt men 
eene lijn AE naar BC en eene lijn AF naar CD, zoo- 
danig dat / EAF = 45° is. Als men nu EF trekt, 
bewijs dan dat AE en AF respectievelijk de hoeken 
BEF en DFE middendoor deelen. 


Oplossing. 


Stellen we ons voor, dat de AA AEB 
en AFD respectievelijk om AE en AF wor- 
den omgewenteld , tot ze weer met het vlak 
van teekening samenvallen. Daar / BAD 
= 90° en / EAF = 45° is, is 

LEAB + / FAD == 90° — 450 = 450, 
en dus —= / EAF. Hieruit volgt, dat de 
lijnen AB en AD na de wenteling langs 

elkaar zullen vallen, En daar zij even lang zijn, zullen ze 
dus geheel samenvallen, zoodat de punten B en D in een 
zelfde punt komen te liggen. Noemen we dit punt G. Nu is 
LAGE —= / ABE—=909 en / AGF =/ ADF = 900 … dus 
LAGE 4 / AGF —= 1800, waaruit volgt, dat G een punt is 
der lijn EF. Alzoo is / AEF =/ AEG = / AEB en / AFB 
=LAFG=/ AFB, zoodat de lijnen BA en FA respectie- 
velijk de hoeken BEF en DFE halveeren. W. Meiser. 


Tweede oplossing. 
Onderstelde: ABCD is een vierkant, 
ZL EAF —= 450, 
Gestelde: AE deelt / BEF middendoor. 
AF deelt / DFE middendoor. 
Bewijs. Construeeren wij A ADG 2 
A ABE, dan is in A AFG 
FAG =450 —= (90° —/ EAF). 
De driehoeken AFG en AEF zijn gelijk 
en gelijkvormig : 
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LFAG=/ EAF == 450; AF —=AF; AG == AE; 
dus: / AGF —=/ AEF of ook, omdat / AGF =/ AEB is, 
ZAEF =/ AEB, zoodat AE / BEF middendoor deelt. 
LAFG==/ AFE, zoodat AF / DFE middendoor deelt. 
v. D. War & VrerBoraa; J. Tu. pe Bruins J. M, 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


304, Als men uit een punt van den omgeschreven cirkel eens 
driehoeks loodlijnen neerlaat op de zijden, liggen de 
voetpunten dezer loodlijnen in eene rechte, welke de 
rechte van Simson heet. 

(Akte-ex. Wisk. L. O. 1894) BAC ste 
Oplossing. 
(De lezer teekene de figuur.) 
Zij M de omgeschreven cirkel van A ABC, 
P het punt van den omtrek, PD | BCO, 
PE _! AB en PF | AC. Trek DE en EF, 
alsmede PA en PB. Vierhoek PACB is 
een ingeschreven vierhoek, dus 
Z APB —=180° —/ CO. 

In vierhoek PECD is / PDC = / PFC 
=— 90°, zoodat om vierhoek PFCD een cirkel kan beschreven 
worden, dus is / DPF — 180° — / C. Hieruit volgt, dat 
LAPB == / DPF is. Men heeft nu ook 

ZL APB —/ DPA =/ DPF — / DPA 
of LBPD =/ APF 
In vierhoek PBDE is / BDP —=/ BEP == 90°, dus kan om 
vierhoek PBDE een cirkel beschreven worden, dus is 

Z BPD —=/ BED. 

In vierhoek PEAF is / PEA —= / PFA == 90°, dus kan om 
vierhoek PFAE een cirkel beschreven worden, dus is 

| L APF —=/ AEF. 

Maar / APF is ook == / BPD, waaruit volgt, dat 

ZAEF = / BED is. DE en EF liggen dus in elkaars ver- 

lengde, zoodat DEF eene rechte lijn is. D.i. de woetpunten 
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D,E en F der loodlijnen PD, PE en PF liggen in eene rechte 
lijn. Deze rechte heet de rechte van Simson. Zie daarover 
„A. J. van BrreN, Merkwaardige punten en lijnen in den 
vlakken driehoek.” Amsterdam, W. Versluys, # 0,60. 


305. Van een vierhoek zijn gegeven de vier zijden en de hoek, 
waaronder de diagonalen elkaar snijden. Dien vierhoek 
te construeeren. E. 


Oplossing. 


(De lezer teekene de figuur.) 
Zij van vierhoek ABCD gegeven de 
zijden: AB-=a, BO=5, CD=e, 
AD =d en de hoek AED der diago- 
nalen = «. 
Laat de loodlijnen AF en CF neer 
op BD, dan is 
in AABE aq? =AE? + BE? J2EF.BE 
in ACDE (c?—=CHE? DE? J2EG.DE 
a?Je? = AE?-JBE?-J-CE?JDE?H2(EF.BFHEG.DE) (1) 
in ABCE ZJ? = BE? J CE? —2EG.BE 
in AADE d?= AE? DE? —2EF,DE 
b?Jd? = AE? +BE?JCE?JDE?-—2 (EF .DE+EG, BE) (2) 
(1) — (2) geeft 
arJet—b?—d? — 2(EF.BE- EG.DEEG. BEJEF ; DE) 


=2 |EF(BE + DE) + BG (BE + DE), 


= 2(EF + EG) (BE + DE) 
(RE HO BD, 7e BEE (3) 
ZL AED =a is gegeven, dus is de verhouding AF: EF ekdad? 
Stel deze — p:g, dan is AF:EF =CG:EG =p:g, 
waaruit (AF +4 CG): (EF + EG) = AF: EF — p:g 


zoodat EF + CG =5 (AF + CG) 
Dit gesubstitueerd in (3) geeft 
ar der — bd? =2 AF + CG) BD. 
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Nu is (AF+CGBD=AF.BD +CG.BD 
=2AABD +2 ABCD 
== 2 vierh. ABCD. 


Dus is Opp. vierh. ABCD =3 | AG Le? — b? —d2). 


Hiermede is het vraagstuk teruggebracht tot het volgende : 
een vierhoek te construeeren, waarvan de 4 zijden en het 
oppervlak gegeven zijn. 

Van dit werkstuk is de oplossing te vinden in „De Vriend 
der Wiskunde. IV, bl. 106, no. 388. W. Meiser. 


320. In een driehoek ABC eene rechte DE te trekken , die 
evenwijdig is aan de zijde AC en gelijk aan het ver- 
schil der stukken AD en CE, die zij van de andere 
zijden afsnijdt. A. G. pn. B. 
(KrarPrer, 118.) 

(Opgelost in „De Vriend der Wiskunde”, II, bl. 61, 
no. 137.) 

321. Een driehoek te beschrijven, als gegeven zijn de rechte, 
die een der hoeken middendoor deelt, de zwaartelijn op 
de overstaande zijde en het stuk dier zijde, dat door 
genoemde rechten afgesneden wordt. 

_(Krarper, 617.) J. Ta. ve BRUIN. 
(Opgelost in „De Vriend der Wiskunde”, I, 44) 


eed 


Vraag beantwoord. 


Op blz 120 staat in het bewijs van „eene eigenschap be- 
treffende den inhoud van een trapezium door Dr. p. J. M.” 
dat A BOC == A BOC is. 

Waarom zijn de AA AOD en BOC gelijk bij een wille- 
keurig (geen gelijkbeenig) trapezium? Is dit eene vergissing ? 

An G.B: 
Antwoord. A ACD en A BCD hebben dezelfde basis BC 
en gelijke hoogten , zoodat 
| IA ADC =I A BDC 
of A AOD + A COD == A BOC + A COD 
A COD = A COD 
dus A AOD == A BOC, 
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HET LOGISCH OPBOUWEN DER LEERSTOF BĲ HET 
ONDERWIJS IN DE ELEMENTAIRE WISKUNDE. 


VOORDRACHT GEHOUDEN IN EEN VERGADERING DER WIENER PÁDAGOGISCHEN GESELLSCHAFT 
DOOR 


Dr. A. J. PICK.!), 


In het afgeloopen genootschapsjaar hebben wij een zeer ver- 
dienstelijke voordracht gehoord, waarin werd betoogd, hoe 
weinig onze methode van onderwijs met logische wetten reke- 
ning houdt. Uit verschillende vakken van onderwijs werden 
ons voorbeelden van onlogische verklaringen , onlogische han- 
delingen en onlogische benamingen aangehaald. 

Het is mijn voornemen, heden uwe opmerkzaamheid op iets 
dergelijks te vestigen. Ik wil echter niet enkele logische fouten 
en enormiteiten bespreken, doch liever aantoonen, al is het 
op beknopte wijze, hoe zich naar mijne meening eene g e- 
heele wetenschap logisch laat opbouwen. Het is namelijk 
mijne vaste overtuiging, dat het voor een werkelijk vormend, 
d.i. tot eigen denken leidend onderwijs, noodzakelijk is, om 
de gansche leerstof logisch op te bouwen. De leerling moet, 


:) Met het vertalen en bekend maken van deze belangrijke voor- 
dracht van den Oostenrijkschen geleerde meen ik het Nederlandsche 
studeerende publiek geen ondienst te doen. De voordracht werd 
reeds gehouden op 19 Januari 1894, doch verscheen pas in April 
1895 in druk, onder den titel: „Der logische Aufbau beim Unterrichte in 
der Elementar-Mathematik”. — Vooral de ontwikkeling van het begrip 
van tegengestelde grootheden is een bespreking overwaard. Dat het 
met heldere begrippen‘ omtrent algebraïsche getallen en hunne be-’ 
werkingen dikwijls treurig gesteld is, kan men o.a. opmaken uit de 
verslagen over de acte-exarnens voor wiskunde, die sedert 1893 wor- 
den afgenomen. Dat echter de bestaande leerboeken daaraan voor 
een groot deel schuld hebben, is helaas niet te ontkennen. Toch 
legde Dr. Pick reeds in 1875 zijne denkbeelden over dit onderwerp 
neer in eene beschouwing over „Die Entwickelung des Begriffes ent- 
gegengesetzter Grössen”’, voorkomende in den zesden jaargang van 
Hoffmann's Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaft- 
lichen Unterricht. Jammer is het, dat deze denkbeelden niet verder 
in een leerboek werden uitgewerkt. 

Alkmaar, Mei 1895. W. F, KoPPESCHAAR JR. 
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nadat een bepaald deel der menschelijke kennis voor hem is 
ontwikkeld, daarvan een logisch geraamte in het hoofd heb- 
ben. Dat dit bij het onderwijs in de wiskunde, de weten= 
schap, die men zoo gaarne een voorbeeld van logica noemt , 
niet het geval is, zal men wel niet tegenspreken. Gaat men 
bijv. onze wiskundige leerboeken na, dan vindt men , dat 
eenige zich in ’t geheel niet ‘inlaten met eenigen logischen 
gedachtengang, dat andere minder aan dit euvel lijden; 
doch — waar is de leerling te vinden, wien het logisch samen- 
stel der wiskunde duidelijk is? Voor een deel is de oorzaak 

hiervan daarin gelegen, dat er bij ons een ware wedstrijd 
bestaat, om zulk een handleiding, al is het slechts enkele 
bladzijden, korter te maken, ten einde zoo sch ĳnbaar 
overlading te voorkomen, waarbij men er echter toch op uit 
is, om in een klein bestek zooveel mogelijk samen te persen. 
Dit behoort echter tot een ander hoofdstuk , namelijk tot dat, 
waarin de wijze besproken wordt, waarop boeken moeten wor- 
den samengesteld, die men aan de leerlingen in handen geeft. 
Hierop kan ik echter niet nader ingaan ; toch zou het de moeite 
loonen, als iemand zieh met dien arbeid zou willen belasten. 

Als ik hier van één enkel onderwerp spreek, is het mij 
waarlijk niet alleen om de wiskunde te doen. Ik heb steeds 
den geheelen mensch op het oog. Wie zelf naar vorming 
streeft, en wie leerlingen wil vormen, dien moeten de woorden 
der geestvolle Rane !) voor den geest zweven: „Jedes er- 
innert mich an alles”. 

Ik ga dus over tot het eigenlijke onderwerp. 

Als men wil beoordeelen, wat men uit een leervak moet 
behandelen, en hoe, heeft men in de eerste plaats te vragen 
naar de eigenaardigheden van dat vak, vergeleken met an- 
dere vakken. Het is weliswaar niet te loochenen, dat elk 
onderwerp, mits goed behandeld, den menschelijken geest veel- 


1) Dr. Prick bedoelt hier waarschijnlijk de echtgenoote van den 
prozaschrijver VArnrnaaen von Ensr, Raner Markus (1771—1833), die 
in het begin dezer eeuw te Weenen, Karlsruhe en Berlijn een kring 
van geleerden en kunstenaars om zich verzamelde. Hare litterari- 
sche producten, meest in aphoristischen vorm, werden eerst na 
haar dood uitgegeven. K, 
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zijdig kan ontwikkelen, maar in de mate dier ontwikkeling 
staan niet alle onderen gelijk. 

In den tijd, waarin ík philosophische en mathematische 
voordrachten hoorde, bestond nog vrij algemeen het denk- 
beeld, dat er aprioristische wetenschappen waren, waartoe 
mathesis en philosophie gerekend werden. Men stond op het 
standpunt van KaAnr, men meende, dat zich in onzen geest 
synthetische begrippen a priori vormen. Men erkende, 
dat weliswaar niets in onzen geest kan ontstaan, wat niet 
door middel van de zintuigen tot ons is gekomen, maar men 
nam aan, dat de a priori-begrippen , die in onzen geest wer- 
den opgenomen, anders verwerkt werden dan de a posteriori= 
begrippen. Met andere woorden , men beschouwde de mathe- 
matische inductie en deductie als iets anders dan die der er- 
varingswetenschappen. Tegenwoordig beschouwt men de zaak 
anders, voornamelijk op het voorbeeld van Engelsche onder- 
zoekers. Men wil tusschen de mathematische en de natuur- 
wetenschappelijke inductie en deductie eigenlijk geen bepaald 
onderscheid maken, vfschoon men de eerste voor de vol- 
komenste houdt. Ik moet bekennen, dat ik mij niet volkomen 
in deze beschouwing kan indenken, dat ik mij bijv. niet kan 
begrijpen, hoe men uit een inductie van alleen door de zin- 
tuigen waargenomen feiten, al strekt deze zich nog zoo ver 
uit, kan komen tot het begrip van een onmeetbaar getal. Ik 
laat dit echter voor wat het is; het verandert niets aan dat- 
gene, wat ik wil uiteenzetten. 

Waarin ligt nu het eigenaardige der wiskunde? Het is 
gelegen : 

1°. in de absolute geldigheid harer bepalingen ; 

29, in het streven, om deze bepalingen uit te breiden op 
een wijze, die volgt uit den inhoud dier be- 
palingens; 

83°, in de volkomenheid, waarmede hare deducties worden 
doorgevoerd ; 

49, in het streven naar de vorming van reeksen volgens 
bepaalde wetten en de voortzetting van deze reeksen 
tot in het oneindige; 


5°, in het ontstaan van nieuwe eigenschappen door omkeering. 
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Ik moet nog in ’t bizonder opmerken, dat eigenlijk iedere 
rekenkundige bewerking, elke herleiding in de rekenkunde, 
slechts met twee getallen plaats heeft. Als men, om een 
zeer eenvoudig voorbeeld te nemen, bij het beschouwen van 
de optelling 76 J- 7 +3 zegt: de som is 86, dan is dit slechts 
een gevolg van oefening. Wij hebben natuurlijk gerekend: 
143810, 76 +10 =86. 

Wat nu ten eerste de absolute geldigheid van 
wiskundige bepalingen betreft, zoo is het duidelijk, dat hier 
een wezenlijk onderscheid tusschen wiskunde en andere takken 
van wetenschap bestaat. Als wij zeggen: „Vermenigvuldigen 
beteekent: de som van eenige gelijke getallen bepalen”, dan 
laat dit geen uitzondering toe; het vermenigvuldigen met het 
getal 1 namelijk is reeds een uitbreiding van het begrip. 
Nemen wij echter de definitie van het object in de spraak- 
kunst, dan staat men dikwijls in twijfel of men een zinsdeel 
als object of als bepaling moet beschouwen, vooral als er 
sprake is van twee talen. De verschillende soorten van ob- 
jecten kan men zelfs niet consequent doorvoeren ; ik herinner 
bijv. aan: Ich folge dir, en sequor te (ik volg u). 

Niet minder wezenlijk is het verschil in de wijze, waarop 
begrippen worden uitgebreid. Onderstellen wij, 
dat een zoöloog de dierenwereld van een beperkt gebied, bijv. 
van het Europeesche vasteland, grondig en wetenschappelijk 
had onderzocht, dan zou hij tot het begrip van zoogdieren, 
vogels, enz. komen, en een nauwkeurige omschrijving van de 
klasse der zoogdieren en van die der vogels opstellen , die 
alle wezenlijke kenteekenen der beide klassen in zich zou 
sluiten, en deze volkomen nauwkeurig van elkaar zou scheiden. 
Tot de wezenlijke kenteekenen der zoogdieren zal hij zeker 
ook hunne bekaardheid rekenen. Leert hij nu echter de wal- 
visch kennen, dan zal hij vinden, dat de behaardheid geen 
wezenlijk kenteeken der zoogdieren is, en het begrip uitbrei- 
den. Maar deze uitbreiding is zuiver toeval, zij vloeit niet 
voort uit den aard zelf van het eerste begrip. Had hij in 
plaats van een walvisch een vogelbekdier leeren kennen, dan 
had hij (van het eierleggen zie ik af) het kenteeken van mond 
met tanden en lippen, dat hij zeker had beschouwd als een 
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wezenlijk kenmerk, dat zoogdieren en vogels scheidt, moeten 
laten varen, Hoe geheel anders is het reeds gesteld met de 
uitbreiding der vermenigvuldiging, al strekt zich deze uit- 
breiding maar uit tot die met 1 en 0! 

De volkomen doorvoering van hetinductie= 
bewijs. Als wij door nauwkeurig onderzoek van waarne= 
mingen tot het inzicht zijn gekomen, dat verscheidene pla- 
neten zich volgens ellipsen om de zon bewegen, zooals KePLER 
het eerst ten opzichte van Mars heeft aangetoond, spreken wij — 
het vermoeden uit, dat dit ook bij de andere planeten het 
geval zal zijn. Wij vinden ons vermoeden door verdere wâar- — 
nemingen bevestigd. Het gelukt ons dan, om tot de gravitatie- — 
wet van Newton op te klimmen, en wij spreken , vooral na- 
dat wij gezien hebben, dat ook dubbelsterren aan die wet ge- 
hoorzamen , niet meer hypothetisch maar met zekerheid de wet _ 
uit: „Een hemellichaam beweegt zich om zijn centraal lichaam _ 
volgens een ellips”, nauwkeuriger : „De hemellichamen bewe- 
gen zich om hun gemeenschappelijk zwaartepunt volgens een _ 
kegelsnede” (ik zie hier af van de zoogenaamde storingen). 
En toch: de komeet Enke en andere voegen zich niet geheel 
naar deze wet. In weerwil hiervan zullen wij niet aan de 
wet twijfelen, maar weder nieuwe krachten onderstellen, welke 
deze afwijking bewerken: weerstand der middenstof, of elek- 
trische krachten, 

Ik wil nog een eenvoudiger geval beschouwen, dat minder 
aan uitzonderingen onderhevig is. Door proefneming hebben 
wij in een groot aantal gevallen gevonden, dat bij wrijving 
van twee lichamen het eene positief elektrisch, het andere 
negatief elektrisch wordt. Wij spreken dit nu als algemeene 
wet uit, en geen physieus twijfelt aan de waarheid. Hij houdt 
haar voor even zeker, als dat twee maal twee vier is. 

Op welke wijze komen wij in deze en dergelijke gevallen 
tot de overtuiging van de bedoelde waarheden? Van onze 
vroegste kindsheid af leeren wij, eerst op ruwe wijze, later — 
streng wetenschappelijk, veelal zeer ingewikkelde verschijnselen 
kennen, die door andere gevolgd worden. Door wetenschap- 
pelijk onderzoek slagen wij er in, om te ontdekken of deze 
opeenvolging van denzelfden aard is als bij dag en nacht, 
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waarbij het eene verschijnsel niet oorzaak is van het andere 
in weerwil van hunne opeenvolging, — of dat het tweede 
verschijnsel noodzakelijk uit het eerste volgt. In een zeer 
groot aantal gevallen nu zien wij, dat zekere verschijnselen 
steeds door bepaalde andere gevolgd worden: in die gevallen 
spreken wij van oorzaak en gevolg. Bewust of onbe- 
wust maken wij dan bij inductie de gevolgtrekking : ieder ver- 
schijnsel heeft een oorzaak; treedt het verschijnsel op , dat 
van het eerste de oorzaak is, dan kàn het gevolg niet uit- 
blijven. Er bestaat inderdaad geen natuurwetenschappelijke 
inductie van dezelfde kracht als die voor de oorzakelijkheid 
der verschijnselen, omdat, zooals Jour Srvarr Mir terecht 
opmerkt, iedere inductie, waarvan de waarheid blijkt, tegelijk 
een inductie voor oorzakelijkheid is: zij is eene uit alle andere 
indueties volgende inductie. 

Als wij dus het besluit trekken: de planeten bewegen zich 
alle, zoowel de reeds bekende, als ook de nog niet bekende, 
volgens ellipsen — of: van elk paar slechts eenigszins van 
elkaar verschillende lichamen wordt het eene positief, het 
andere negatief elektrisch, als men ze tegen elkaar wrijft, dan 
is onze gevolgtrekking eigenlijk deze: In de natuur heeft elk 
verschijnsel een oorzaak; bij een groot aantal gevallen hebben 
wij bovenbedoelde wet aangetroffen ; zij moet ook in alle andere 
gevallen gelden. Uit het verschijnsel zelf hebben wij de zeker- 
heid omtrent alle nog niet onderzochte gevallen niet afgeleid, 
en wij zullen meest, als wij voorzichtige denkers zijn, stil- 
zwijgend of ronduit er bijvoegen : voor onze begrensde ruimte 
en onzen begrensden tijd; wij zullen er ons voor wachten , 
om onze gevolgtrekking uit te strekken tot het oneindige. 
__Beschouwen wij daarentegen het mathematische inductiebe- 
wijs, waarin wij van » gevallen opklimmen tot n +1, of 
van n en „J-1 gevallen tot » +2 gevallen; nemen wij bijv. 
de eenvoudigste stelling: # factoren geven in iedere volgorde 
hetzelfde product, dan is deze eigenschap boven allen twijfel 
verheven, omdat de juistheid der volgende gevallen onmiddel- 
lijk uit de voorgaande volgt. Zij moet doorgaan, waar zich 
ook in het oneindige getallen en vermenigvuldigingen voor- 
doen, 
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Het vormen van reeksen. Hebben wij in do 
natuurkunde de ons bekende lichamen met betrekking tot hun 
geleidingsvermogen voor warmte (of voor elektriciteit) onder- 
zocht, dan zullen wij onmiddellijk trachten ze volgens een 
reeks te rangschikken. Hoe ziet deze reeks er uit? Ontstaat 
elke volgende term volgens een bepaalde wet? Kunnen wij | 
de grootte der volgende termen volgens zekere wet uit de 
voorgaande afleiden? Kunnen wij de reeks tot in het onein- 
dige voortzetten? Neen, maar wel kunnen wij bij elke wis- 
kundige reeks, zooals reeds bij de eenvoudige rij der natuur- 
lijke getallen, opmerken , dat de termen steeds volgens dezelfde 
onveranderlijke wet op elkaar volgen, en kan men bijna elke 
wiskundige reeks tot in het oneindige voortzetten, 

Eigenschappen, die door omkeering ont- 
staan, komen in de andere wetenschappen in ’t geheel niet 
of bijna in ’t geheel niet voor. Zij behooren in ’t bizonder 
tot het domein der wiskunde. 

In hoeverre bij het rekenonderwijs met het voorgaande moet 
en kan rekening worden gehouden, heb ik getracht in mijn 
rekenboeken aan te geven Welke „fata’ deze hebben gehad, 
daarover zal ik zwijgen; toch heb ik de voldoening, dat schrij- 
vers van leerboeken ze niet ongebruikt hebben gelaten, ja 
zelfs, dat zij invloed hebben uitgeoefend op de ministerieele 
instructies voor gymnasiën , natuurlijk zonder van den schrijver 
melding te maken. 

Ik zal dus onmiddellijk tot het eigenlijke wiskundige onder- 
wijs overgaan, en wel allereerst tot de rekenkunde. 

Heeft men ter inleiding de beteekenis en het doel van 
algebraïsche bewerkingen met behulp van een eenvoudig voor- 
beeld, bijv. de formule voor de intrestrekening , eenigermate 
in het licht gesteld, dan begint men met de bewerkingen der 
rekenkunde. 

Hier moet dadelijk worden opgemerkt, dat het eerste begrip, 
dat wij van het getal krijgen, dat van hoofdgetal is. 
Voor ons beteekenen de getallen in de eerste plaats volko- 
men bepaalde hoeveelheden. Dit bewijzen reeds 
de benamingen voor die hoeveelheden in de verschillende talen. — 
Steeds worden de ranggetallen afgeleid van de hoofd- 
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getallen. Het is daarom geheel verkeerd, om met de lijn 
der getallen te beginnen, ten einde door middel van die lijn 
het begrip van tegengestelde grootheden in de wiskunde in te 
voeren , beter gezegd in te tooveren. 

Optelling. Optellen beteekent, zooals reeds de naam 
aanduidt: bij iets, dat reeds aanwezig is, iets anders voegen ; 
ab beteekent derhalve, dat bij het reeds voorhanden zijnde 
getal a het tweede getal 5 moet worden gevoegd. Wij kun- 
nen a het opteltal, 5 den opteller noemen. De uitkomst heet 
som. Wij moeten nu aantoonen , dat opteltal en opteller met 
elkaar kunnen verwisseld worden, zonder dat de waarde der 
som verandert : adbz=bta. 

Dit is wel op zichzelf zoo duidelijk, dat wij het als axioma 
zouden kunnen beschouwen, maar toch is het noodig, om er 
bij stil te staan, want in den geest van den leerling heeft 
zich de waarheid dezer eigenschap gevestigd tengevolge van 
eene volstrekt niet overtuigende, hoogst onvolkomene inductie. 
Men moet echter den leerling duidelijk maken, dat, al wilde 
hij zijn leven lang twee getallen in verschillende orde optellen, 
ten einde zich te overtuigen van de gelijkheid der sommen , 
het aantal optellingen, dat hij op die wijze zou kunnen ver- 
richten, in het niet zinkt bij het aantal, dat mogelijk is, 
De bedoelde eigenschap aan de leerlingen duidelijk te maken, 
is zoo eenvoudig, dat ik aarzel, om er over te spreken, en 
toch vind ik haar in geen enkel boek bewezen; evenmin heb 
ik ooit van een leerling gehoord, dat zij op de school bewe- 
zen werd. Denk u een bepaald doch overigens willekeurig 
aantal eenheden van een of anderen aard, dan kan men dat 
aantal door een hoop ballen aanschouwelijk voorstellen. Bij 
deze hoop moet nu een ander aantal eenheden, natuurlijk van 
denzelfden aard, worden gevoegd. Het is duidelijk, dat dan 
altijd dezelfde of hetzelfde aantal ballen bij elkaar liggen, of 
men de tweede hoop bij de eerste, of de eerste bij de tweede 
voegt. Daarom geven wij ook aan opteltal en opteller den 
gemeenschappelijken naam van termen. 

Men zou nu den leerlingen kunnen opmerken, dat hiermede 
de optelling besproken was. Want de gevonden som is een 
getal, waarmede wij weder verder kunnen rekenen. Daar wij 
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echter a Jb niet als een enkel getal kunnen voorstellen, 
ontstaan tegelijk voor de optelling de verdere vragen, hoe 
men een getal bij een som, hoe een som bij een getal, en hoe 
twee sommen optelt; eindelijk nog het bizondere geval, dat 
men met gelijke termen te maken heeft. Men komt alzoo ten 
slotte tot de optelling van gelijksoortige veeltermen , voorloo- 
pig alleen met additieve termen. 

Veroorloof mij hier dadelijk de opmerking, dat de weg lang 
schijnt, maar ik kan u verzekeren, dat ik dezen schijnbaar 
langen weg gevolgd heb zoowel bij het privaat-onderwijs als 
ook, voor zoover ik mij vrij kon bewegen, aan de kweek- 
school voor onderwijzers en onderwijzeressen, en — met het 
beste gevolg. 

Aftrekking. Bij deze bewerking moet men den leerlin- 
gen allereerst duidelijk maken, dat zij een omgekeerde bewer- 
king is, en dat iedere rechtstreeksche bewerking twee omge- 
keerde bewerkingen heeft, die van elkaar verschillen wat de 
beteekenis betreft. Dat de beide, zoozeer in beteekenis vere 
schillende aftrekkingen gelijk zijn ten opzichte van hunne uit- 
komsten, moet verklaard worden. Is aangetoond, dat, als 
a—b=—=d, ook a—=bt-d en b—=a—d is, dan zal men 
gaan onderzoeken, welke verschillende gevallen men kan on- 
derscheiden , waartoe de leerlingen na eenige vragen van zelf 
komen, en ook aantoonen, dat men moet terugkeeren tot de 
optelling, daar het noodzakelijk is, om ook optellingen te 
kunnen uitvoeren, waarin verschillen voorkomen. 

Geheel op dezelfde wijze zal men met de vermenigvuldiging 
en deeling handelen, waarbij men bij de laatste weder de 
beide deelingen scherp van elkaar heeft te onderscheiden , en 
altijd onderstelt, dat de deeling is uit te voeren, dat alzoo 
de deeler in het deeltal zonder rest begrepen is, zijnde het 
quotient slechts bij benadering aan te geven, als dit niet het 
geval is, daar men hier nog niet van breuken kan gebruik maken. 

Het nu volgende hoofdstuk behandelt de invoering van het 
begrip van tegengestelde grootheden in de wise 
kunde. Js het eenerzijds waar, dat eerst de invoering dezer 
grootheden de grootsche ontwikkeling der hoogere wiskunde 
heeft mogelijk gemaakt, anderzijds is het voor een groot deel 
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te wijten aan de behandeling van dit hoofdstuk, d.i. aan de 
wijze, waarop deze grootheden in de beginselen der wiskunde 
werden en worden ingevoerd, dat de wiskunde dikwijls voor 
talentvolle, begaafde, op ander gebied correct denkende per= 
sonen een onuitstaanbare studie is, Ik leid dit hoofdstuk op 
de volgende wijze in. 

Als wij de aandacht vestigen op het begrip van som en 
verschil, vinden wij, dat wij dikwijls daar, waar naar een 
som gevraagd wordt, een aftrekking, en daar, waar naar een 
verschil gevraagd wordt, een optelling moeten uitvoeren. Bijv. 
A en B beginnen een zaak, waarin A f 6000 kapitaal mee- 
brengt, doch B f 2000 schuld (het geval is denkbaar, dat een 
uitvinder, wien de proeven f 2000 hebben gekost, zich asso- 
cieert met een kapitalist, ten einde zijn uitvinding rentegevend 
te maken). Hoe groot ig hun bedrijfskapitaal? Hier wordt 
naar een som gevraagd, en toch is het bedrijfskapitaal 
f 6000 —f 2000 == f4000. Verder: A en B beginnen ieder 
voor zich een zaak, A met f 6000 kapitaal, B met f 2000 
schuld (een geval, dat tegenwoordig nog eerder mogelijk is). 
Hoeveel is. het bedrijfskapitaal van A grooter dan dat van B? 
Hier hebben wij te maken met een aftrekking , en toch moe- 

ten wij zeggen: f 6000 + f 2000 = f 8000. | 
___Waarin hebben wij nu de oorzaak van het omkeeren dezer 
bewerkingen te zoeken? Blijkbaar niet in de getallen als 
hoeveelheden, maar in hunne hoedanigheid, in de wederzijdsche 
betrekking , die van zoodanigen aard is ‚ dat twee zulke hoe- 
veelheden, als zij in denzelfden zin optreden , elkaar tegen- 
werken, — elkaar geheel opheffen, als hunne volstrekte waarde 
dezelfde is, elkaar gedeeltelijk opheffen, als dit niet het geval 
is, waarbij alleen de grootere hoeveelheid met haar overmaat 
werkt. Het tegenovergestelde heeft plaats, als zij niet in den- 
zelfden zin optreden. 

Bij alle discrete!) grootheden, onverschillig of zij 
met een natuurlijke of met een kunstmatige eenheid gemeten 


') Lat, diseretus == (uiteen-) gescheiden, van discerno = 
onderscheiden. Discrete grootheden staan tegenover continue 
of doorloopende grootheden, en kunnen dus niet-con tinue, 
discontinue of niet-doorloopende grootheden genoemd 
worden, 

De Vriend der Wiskunde, X. _ | 11 
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worden, kan zulk een tegenstelling slechts door een kunst- 
matige complicatie ontstaan, en slechts door een kunstgreep 
in het rekenen worden ingevoerd. Want 20 muntstukken zijn 
niets anders dan 20 muntstukken, 8 appels zijn niets anders 
dan 8 appels. Een tegenstelling van dien aard, dat twee 
appels bij het samenkomen elkaar zouden vernietigen, is on- 
denkbaar. Verplaatsen wij ons in den toestand van het men- 
schelijk verkeer, dan zal een neger, die 20 kauri heeft, en die 
een stuk zout, dat een waarde van 30 kauri vertegenwoor- 
digt, wil koopen, het laatste eenvoudig niet kunnen koopen. 
Eerst wanneer het begrip van leenen zich door veelvuldig ver- 
keer heeft ontwikkeld, zal hij het kunnen koopen, en dan 
verkrijgt men de tegengestelde grootheden vermogen en schuld. 

Anders bij continue!) grootheden, grootheden , 
die op ruimte, tijd, natuurkrachten betrekking hebben. Deze 
bestaan niet uit afzonderlijke zelfstandig bestaande eenheden ; 
zij stellen een geheel voor, dat aan twee zijden tot in het on- 
eindige verloopt Willen wij zulke grootheden aan onze bee 
rekeningen onderwerpen , dan blijft ons niets anders over, dan 
in hun oneindig verloop ergens een punt aan te nemen als 
witgangspunt van telling , en met een, weliswaar vaste, doch. 
overigens willekeurige (kunstmatige) maat te meten. Nemen 
wij bijv. de temperatuur. Als men hiermede wil gaan rekenen, 
moet men ergens een temperatuur als uitgangspunt van tellen 
aannemen. Dan zijn echter de temperatuurgraden boven en 
beneden het aanvangspunt van gelijke waarde. Dit aanvangs- 
punt van telling , deze nul is echter heel wat anders, dande 
nul bij discrete grootheden. De laatste stelt het absolute niets 
voor, met betrekking tot de grootheid, die geteld wordt, en 
minder dan niets bestaat niet; de eerste is een uitgangspunt 
van telling, en de getallen zijn ranggetallen. Het is dus vol- 
strekt ongerijmd, om bij het begin van het onderwijs in de 
algebra de lijn der getallen daardoor binnen te smokkelen , 
dat men het positieve met het absolute identificeert , en het 
aegatieve voorstelt als tegenstelling van het absolute. Men 


1) Lat. con == samen, tenere = houden. Een bruikbaar Ne- 
derlandsch woord is moeielijk te vinden. Wij kunnen alleen spreken 
van doorloopende grootheden. De Duitschers spreken ook van 
stetigee Grössen, 
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beantwoorde bijv. met behulp van de lijn der getallen de 
vraag: iemand gaat 10 passen naar rechts, daarop 4 passen 
naar links; hoeveel passen heeft hij gedaan ? 

Waar is dit echter vandaan gekomen? Men leidde het 
negatieve af uit de aftrekking. Men redeneerde: als de af- 
trekker grooter wordt dan het aftrektal, kan de aftrekking 
met behulp van ons stelsel van getallen niet worden uitge- 
voerd; wij moeten derhalve de gewone rij der getallen ver- 
lengen door nul heen. — Maar zulk een aftrekking is onmo- 
gelijk, daar het aftrektal een som is, of liever : zij is slechts 
dan mogelijk, als de nul niet absoluut niets en de eenheid 
niet de absolute eenheid, maar de positieve eenheid is. 

De bespreking van de redenen, die er toe leidden, om geen 
nieuwe teekens in te voeren voor het aanduiden van tegen- 
gestelde grootheden, meen ik nu ter zijde te kunnen laten. 
_Evenzoo kan ik de optelling en de aftrekking overslaan. 

Over de vermenigvuldiging echter moet nog iets gezegd worden. 

De vermenigvuldiger, die volgens zijn aard een absoluut, 
onbenoemd getal moet zijn, kan noch positief noch negatief 
zijn, en het is duidelijk dat het product en het vermenigvul- 
digtal gelijksoortig moeten zijn. 

Beschouwt men echter een rij van producten , waarvan het 
positieve of negatieve vermenigvuldigtal standvastig blijft, doch 
waarvan de vermenigvuldiger voortdurend met 1 afneemt, dan 
verkrijgen wij respectievelijk een reeks van positieve of van nega- 
tieve getallen, die bij O ophouden, maar overigens geheel over- 
eenkomen met de positieve of negatieve helft der getallenrij bij 
tegengestelde grootheden, behalve dat de tusschenruimten grooter 
zijn, dat zij dus m.a. w. door middel van grootere eenheden 
sneller toe- of afnemen. Het streven der wiskunde, om reek- 
sen tot in het oneindige volgens een bepaalde wet voort te zet- 
ten, is oorzaak, dat men dit ook hier wil doen. Dan moet 
echter de vermenigvuldiger afdalen onder 0. Wij gaan er dus 
toe over, om ook den vermenigvuldiger te ontleenen aan de 
getallenrij der tegengestelde grootheden, wel te verstaan 
zoowel den eersten als den tweeden, welks invoering bedoeld 
wordt. Zoo doende verkrijgt men de volgende reeksen: 1) 


t) De lezer houden in t oog, dat de Duitschers en Oostenrijkers 
den vermenigvuldiger rechts plaatsen, K, 
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Hierdoor blijft nu ook de eigenschap van de verwisseling 
der factoren bestaan. 

Welke beteekenis heeft nu echter zulk een positieve of ne- 
gatieve vermenigvuldiger? Hij wijst aan, of het vermenig- 
vuldigtal moet genomen worden in den zin, dien het heeft, 
of in tegengestelden zin. 

Zoeken wij naar een voorbeeld van een dergelijke vermenig - 
vuldiging, dan zullen wij er natuurlijk geen enkele vinden, 
omdat ééne, d. i. een enkele vermenigvuldiging geen tegen- 
stelling kan vormen, Nemen wij echter meerdere gelijksoortige 
vermenigvuldigingen bij elkaar, dan zullen wij spoedig voor- 
beelden vinden. Onderstellen wij (wat weliswaar niet juist is), 
dat een planeet zich gedurende zijn schijnbaren loop met stand- 
vastige snelheid + c gedurende 4, tijdseenheden heen en ge- 
durende t, tijdseenheden terug beweegt, dan legt hij in het 
eerste geval een weg (Hc) (+-{,), in het tweede geval een 
weg (+ c)(—t,) af. ') 

Ik breek hier af ?), in de hoop, hiermede voldoende te 
hebben aangetoond, hoe men het onderwijs in de rekenkunde 
logisch moet opbouwen. Haast vrees ik uw geduld op een te 
zware proef te hebben gesteld. Mocht dit niet het geval zijn, 
mocht gij mij nog enkele oogenblikken willen aanhooren, dan 





1) Voorbeelden van vermenigvuldigingen , waarin de vermenigvul- 
diger positief en negatief kan gedacht worden, treft men overal aan, 
waar een roteerende beweging wordt omgezet in een rechtlijnige. 
Dus bijv. bij de verticale verplaatsing van een last, die door de 
draaiing van een windas wordt teweeggebracht, bij de horizontale 
beweging van een trein, van een stoomschip door de draaiing van 
een as, enz. 

2) De beschikbare tijd was niet voldoende, om de rekenkundige 
beschouwingen verder voort te zetten. De overgang tot de breuken 
en hunne behandeling moest ter zijde gelaten worden. De spreker 
kon niet verklaren, hoe men door het inlasschen van breuken de rij 
der discrete Eline getallen tracht te doen naderen tot de 
continuïteit, zonder deze ooit te kunnen bereiken. Het laatste kan 
men bijv. aantoonen door middel van de lengte der hypotenusa eens 
gelijkbeenigen rechthoekigen driehoeks, die de eenheid tot recht- 
hoekszijde heeft (dus == V/2). 
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zij het mij vergund nog eenige woorden over het onderwijs 
in de meetkunde te zeggen. 

De meetkunde is de wetenschap der ruimte. Bij het onder- 
wijs in de meetkunde moet men er dus in de eerste plaats 
voor zorgen, dat de grondbegrippen der ruimte den leerling 
helder voor den geest staan. 

De eerste voorstellingen, die zich in den geest van het kind 
ontwikkelen, zijn die van het lichaam. Wellicht tengevolge 
van den symmetrischen bouw van ons lichaam ontwikkelt zich, 
zij het niet geheel helder, het inzicht, dat de lichamen , en 
later de ruimte, drie hoofdrichtingen hebben. Of wij ons de 
lichamen anders zouden voorstellen , als onze eigene lichamen 
regelmatig ontwikkeld waren , zooals bijv. die der zeesterren , 
durf ik noch te beweren, noch te ontkennen. Het schijnt mij 
echter aan geen twijfel onderhevig, dat wij het begrip van 
richting vóór dat der rechte lijn verkrijgen. Ik meen der- 
halve, dat men moet zeggen, dat een lichaam zich van uit 
een willekeurig punt daarbinnen naar oneindig vele richtingen 
uitstrekt, die men echter tot drie hoofdrichtingen kan terug- 
brengen, omdat men van ieder willekeurig punt kan komen 
tot ieder ander willekeurig punt, als men deze drie hoofd- 
richtingen vasthoudt. Men moet witgaan van het begrip van 
richting , dat door bloote aanschouwing ontstaat, en verder 
niet is te analyseeren of te definieeren , en niet van de rechte 
lijn. Maar dan is ook de rechte lijn zulk een lijn, die in 
al hare punten dezelfde richting heeft. Dat een verandering 
van richting slechts door draaiing mogelijk is, is evenzoo een 
oorspronkelijk aanschouwingsbegrip. Het platte vlak nu isde 
meetkundige figuur, die ontstaat als een rechte lijn steeds op 
dezelfde wijze van richting verandert. 

Ik kan niet nalaten, om hier een afleiding der meetkundige 
grondbegrippen in herinnering te brengen, wellicht aan vele 
lezers onbekend, en door mij gevonden in de meetkunde van 
Berz, die er uitdrukkelijk op wijst, dat zij van Leinniz af- 
komstig is. 

Wij komen door middel van ervaring tot de voorstelling der 
ruimte als een doorloopende, oneindige en gelijksoortige groot- 
heid, en tot haar tegengestelde, het geen uitgebreidheid bezit- 
tende punt, alsook tot de voorstelling van het door vlakken 
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begrensde (mathematische) lichaam als een begrensde ruimte. 

Een plat vlak nu is een meetkundige figuur, welke de on- 
begrensde ruimte in twee congruente deelen verdeelt, zoo- 
danig dat, als men de eene helft omkeert, de beide oneindige 
helften elkaar bedekken, als zij op een of andere wijze op 
elkaar worden geplaatst. Geheel op dezelfde wijze is de rechte 
lijn de meetkundige figuur, die het platte vlak in twee con- 
gruente deelen verdeelt. 

Zijn de meetkundige grondvoorstellingen op deze of op een 
andere wijze in den geest van den leerling tot helderheid ge- 
komen, — wat natuurlijk bij het begin van het eigenlijke 
meetkundige onderwijs slechts mogelijk is, als hieraan een 
goed meetkundig aanschouwingsonderwijs is voorafgegaan, — 
dan gaat men over tot de beschouwing van de rechte lijn in 
het platte vlak. 

In de eerste plaats tot één rechtelijn. Dan ziet men spoedig, 
hetzij men te maken heeft met een oneindige rechte lijn of 
met een lijn van bepaalde lengte, dat er verder aan zulk een 
lijn niets te onderzoeken valt. Want hare gedaante is steeds 
dezelfde, en is zij een lijn, waarvan men de lengte wil weten, 
of willen wij iets naders zeggen over hare ligging, dan moe- 
ten wij een tweede rechte lijn, in het eerste geval als maat , 
in het tweede geval als bekende ligging aannemen, Het een- 
voudigste geval is derhalve dat van twee rechte lijnen. Im de 
eerste plaats heeft men dan te spreken over het meten van 
lengten, in de tweede plaats over de ligging van twee rechte 
lijnen ten opzichte van elkaar. Over het eerste is niets bizon- 
ders op te merken; een zeer duidelijke behandeling van het 
tweede is echter van het grootste gewicht. De ligging van 
twee rechte lijnen ten opzichte van elkaar in het platte vlak 
hangt af van de richting ten opzichte van elkaar. Twee 
rechte lijnen nu kunnen òf dezelfde richting hebben, òf de 
richting der eene verschilt meer of minder van die der andere. 

Het eerste geval is niet voor splitsing vatbaar. Twee lijnen 
van dezelfde richting kunnen weliswaar nog in vele opzichten 
van elkaar verschillen, bijv. ten opzichte van hun afstand, 
maar niet met betrekking tot de richting, die zij ten opzichte 
van elkaar hebben, omdat er geen sprake kan zijn van „meer 
of minder gelijk”. Zulke lijnen van gelijke richting noemen 
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wij evenwijdig. Het andere geval daarentegen, dat van de 
ongelijke richting, laat oneindig veel verscheidenheid toe; 
wij zeggen van lijnen in het platte vlak, die verschillende 
richting hebben, dat zij ten opzichte van IRN hellen. 

Lijnen Manel ven een andere richting door draaiing. Om 
derhalve de mate van draaiing te bepalen, moet worden on- 
derzocht, welke draaiing men de eene moet laten volbrengen, 
opdat zij dezelfde richting als de andere verkrijge. Om welk 
punt men deze draaiing wil uitvoeren, moet geheel onver- 
schillig zijn, daar de lijn immers in haar gansche beloop overal 
dezelfde richting heeft. Het spreekt nu van zelf, dat in dit” 
hoofdstuk de stellingen over hoeken en het meten van hoeken, 
over nevenhoeken en overstaande hoeken, en de theorie der 
evenwijdige lijnen thuis behooren, waarmede ik de geachte 
hoorders niet wil lastig vallen, ofschoon ik geloof, dat ook hier 
veel eigenaardigs bij mijne wijze van behandelen zou zijn op te 
merken. Alleen wil ik er nog op wijzen, dat het elfde axioma 
van Eukuipes daarbij zou vervallen, omdat het overbodig werd. 

Het volgende hoofdstuk behandelt drie rechte lijnen, en 
bevat natuurlijk de leer van den driehoek; het daarop vol- 
gende vier en meer rechte lijnen. Hoe in deze hoofdstukken 
de stellingen logisch op elkaar volgen, en hoe al‘ het overige 
zich daaraan logisch aansluit, moet ik hier onvermeld laten. 
Slechts deze enkele Oebele wil ik hier nog bijvoegen: 
geen enkele stelling, al is zij nog zoo belangrijk, moet worden 
opgenomen, tenzij zij logisch aansluit bij het voorgaande, ook 
dan niet, als daardoor de weg wordt verkort, wat toch slechts 
in schijn plaats heeft. 

Ik houd datgene, wat ik hier voor u heb ontwikkeld, niet 
voor volmaakt en onfeilbaar; maar ik geef de overtuiging niet 
prijs, dat een onderwijs, “twelk op deze beginselen gegrond 
is, er toe kan bijdragen, om den begaafden man uit het volk 
ë doen inzien, dat men zijn talenten nog aan andere zaken 
kan dienstbaar Ee dan aan de vervaardiging van bommen, 
en dat men hoogere goederen dan rijkdom kan verwerven. 


168 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1895 franco 


1164. 


1165. 


1166. 


1167, 


1168. 


1169. 


bij den Redacteur A.J. van BrrEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Wanneer men eenig getal vermenigvuldigt met het ge- 
tal verkregen door de cijfers in omgekeerde volgorde 
te schrijven, vraagt men uit het gegeven product het 
oorspronkelijke getal af te leiden. Bijv. gegeven pro- 
duct = 878332. GC, W. 
Gevraagd te bepalen : 
a, een getal [abcd], zóó dat 4, [abcd] = [dcha] is; 
b. een getal [pgrsl, zóó dat 9. [pgrs] = |srgz) is. 

W. Meiser. 
AP is het kleinste stuk van de in de uiterste en mid- 
delste reden verdeelde lijn AB. Op AP en PB als 
basis worden naar dezelfde zijde, gelijkzijdige A A be- 
schreven en de toppen dier AA Q en R door eene 
rechte lijn vereenigd. Wanneer nu de lijn QR gegeven 
is, vraagt men te construeeren : 
le. de lijn AB en 
2e. een vierkant, dat evenveel inhoud heeft als A PQR. 
(Ex, Hoofdeursus opleiding Officier 1893.) A.G.p.B. 
In een gegeven driehoek trekt men uit één der hoek- 
punten eene lijn, die de overstaande zijde middendoor 
deelt, en uit een ander hoekpunt eene lijn, die den 
hoek middendoor deelt. Hoeveer ligt het snijpunt dier 
lijnen van de basis verwijderd ? 
(Ex. Adelborst 1892.) À. G. vo. B. 
Een vierhoek te beschrijven, welke vier gegeven rechten 
tot zijden heeft, en waarvan de inhoud 
a) gelijk is aan een gegeven vierkant, 
b) zoo groot mogelijk is. 
(KNAPPER, no. 800.) A. Gips B. 
Als een cirkel twee andere cirkels raakt, liggen de 
raakpunten met één van de gelijkvormigheidspunten 
der laatstgenoemde cirkels in één rechte. 
(KrarPer, Vrgst. 481.) A. G. pn. B, 





1170. 


1171. 


1172, 


1173. 


1174. 


1175. 


1176. 


1177, 
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Van een koordenvierh. worden de zijden a,b,c en d 
verlengd , tot ze elkaar twee aan twee snijden. Bereken 
de afstanden der snijp. tot de hoekpunten, alsmede den 
afstand der beide snijpunten. 
(Krarrer, I, 631.) J. Tu. pe BRUIN. 
Construeer een gelijkbeenigen driehoek, waarvan de 
tophoek en de som van de basis en de hoogte gege- 
ven zijn. 
(Surrs, Mtk, Vrgst. 417.) AGD Be 
Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan ge- 
geven zijn een scherpe hoek en het verschil tusschen 
de schuine zijde en de hoogtelijn op die zijde. 
(Smits, Mtk. Vrgst. 421.) A DD: 
Evenwijdig aan eene gegeven lijn, eene lijn te trek- 
ken, die de overstaande zijden van een vierhok in 
dezelfde verhoudingen verdeelt, 
(PerersSEN, 167.) J. Murrer. 
Men geeft een punt B en twee evenwijdige lijnen, 
waarvan er eene door een punt A gaat. Men vraagt 
door A en B twee andere evenwijdige lijnen te trekken, 
die met de beide eerste vormen : 
1°. eene ruit; 
29, een parallelogram met gegeven omtrek ; 
3°. een parallelogram, waarvan de verhouding der 
zijden gegeven is, 
(Perersen , 169.) J. Murrer,. 
Men vraagt zonder de 3e machten te ontwikkelen 
(2e — 5)3 H- (br — 2) = 0, 

J. Tu. pe Bruin. 
Als men van eene opklimmende meetkundige reeks van 
18 termen, de termen optelt bij den eersten te begin- 
nen, en daarbij telkens één overslaat, dan wordt de 
som 105; terwijl 45 tot som wordt gevonden, als men, 
eveneens bij den eersten beginnende, er telkens twee 
overslaat. Bereken hieruit de reden der reeks en de 
som van alle termen, 
(K. M. A.) (Versuuys, Alg. IL.) f À. 


_Los z op uit de vergelijking : 
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Zes SM 0,06 
=S p05 
(K. M. A.) (Versruys, Alg. IL.) Pé 


1178. Welke geheele positieve waarden voldoen aan de verge- 
lijking : bv J- 12y + 182 — 997, 

(VersLuys. Alg. IL, $ 250, 8.) W.S, 

1179. Bepaal de wortels der vierkantsvergelijking : 

ar—(3 VIe 14 l1=0 W.S. 
® „% 

1180. Loszop uit: 2 =83 . / 

(Eindex. G-ymn.) 

1181. A is aan B f 25000 schuldig en moet daarvan 3,5 °/, 
rente betalen. Als A zijn schuld in 10 jaren in gelijke 
jaarlijksche termijnen wil afdoen, hoeveel moet hij dan 
jaarlijks betalen ? Et 

1182. Los x op uit: Pi en 

1183. Los z op uit: 

83 J- 4723 J 47 J-8 == 4601 J 462. 
(Grripanus, Alg. II, S 39, 13.) DD. Ns 
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Eerste stukje. Zeventiende vermeerderde druk, ’s-Graven- 
hage, Joh. Ykema, 1895." An en ante vere oe OLD 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1118 —1141 en 305 zijn ingezonden door: 
A.G.d.B., 1120, 1122, 1124, 1126—1128, 1135, 1137, 1139. 
J. Th. de Bruin, 1119, 1120—1122, 1124, 1130, 1137, 1140 
W. Meijer, 305; 1130—1141. 
V. d. Wal & Verborgh, 1118—1122, 1124—1128, 1130 —1141. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
322 Bewijs, dat twee rechthoekige trapeziums gelijkvormig 
zijn, als ze een scheeven hoek gelijk en de diagonalen 
evenredig hebben, Vv. Ns 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1118—1141. 


1118 Uit het zwaartepunt eens driehoeks heeft men de lood- 
lijnen op de zijden neergelaten ; als nu deze loodlijnen 
gegeven zijn, vraagt men daaruit de zijden van den 
driehoek te berekenen. 


Oplossing. 


Zij in A XYZ O het zwaarte- 
punt, OA = al YZ, OB = 5. XZ, 
OG ei XY, Stel, HN EZ 

YZ= 2x en ZX =2y, dan is 

ITA YOZ = ae, 

LAXOLY=cz, TA XOZ == by 
Nu zijn echter de inhouden dezer 
8 AA even groot, derhalve is 
niet alleen elk dezer inhouden het 
derde gedeelte van den inhoud van den heelen A XYZ, 
maar ook hebben wij de vergelijkingen az == by en az =C2, 


. a a . 
waaruit volgt y—=;e en e= 7% Alzoo is 


b 
Bie (Utits)e 
edy 2= ee) Ee Ge HE 
eye (ljti)e en GE 
yd-e—r= (2 —1)2 ee! es en 


IAXYZ=r (etyt2)lety—e) (ey 2) (y +2—2) 
Maar IA XYZ=3I A YOZ == 3ax, dus 


waaruit dadelijk gevonden wordt 
gE 6ab?c? 
Ty (abdbedac) (abtbe— ac) (ab—beHac) (beac—ab) 
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Verder is, omdat ax = by = ce is, 


64? Dc? 
ns v (abtbe+ac) (abJ-be—ac) (ab—betac) (be +ac—ab)’ 
642b?c 


22 = rv (abtbetae) (abtbe—ac) (ab—beFac) (be +ac—ab)' 


Door deze formules worden nu de zijden van den A XYZ 


in de gegeven loodlijnen uitgedrukt. 
Voor a=b=e wordt 2e =2y = 2e =2arv 8. 


Tweede oplossing. 


Van A ABC zijn de loodlijnen, uit 
het zwaartepunt op de zijden neerge- 
laten, gegeven. Zijn die loodlijnen 
a, b en c‚ dan zijn de hoogtelijnen 
in dien driehoek 34, 34 en 3c. 

De hoogtelijn BD —=3a, de hoogte- 
lijn AF ={3b en de Hoortslijn CE = 30. 

We stellen AC=z, AB =4 en 

BC —=z en nemen gemakshalve BD =/, AF = m en CE =n. 


l 
Omdat we hebben zl == gyn = mz, is y= menen 


EVEN 12 reede 
v—=AC=AD JDC = vz .L2— BEV ti ba dus | 


VE mn dede 


n2 
vv 
1x? lx? lx? 
Haren —_l. — 2x nr et 
122 l2x2 122 
dus xc? Erne en Dit Sa kTE 
2 Bek Eras 
of ge VEE GN 12m 
BM 2 a 
2 vedan 
(dee) _ et — 4m? 
n? m2 ’ 


: 12 12 2 
derhalve : (tan) [or ar 
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21 


AE ENE 


Maar == 3a, de en n= 3c, dus 


en == 


6a 
UE 
Ya? ga? 6a Ya? ga? 
VOEL 952 IC? Ne op To ) 
6a 


ee 2a Oren 2a ate 
Nee pt) 
waaruit na eenige herleiding 


zet 
AG Gab? 


v(abHactHbe}(—abHacdbe}lab—aecdbelabtae— be) 
Op analoge wijze vinden we: 


ANEMIE am e0e00N Ne 
Set v(abtactbel—abtacdbe)(ab—acd-be)(abJac—be) 
2r2 
BO ms de 


v(ab+ deb) ab tact be(ab— acHbe)(abHac—be) 


v. D. War & VERBORGH. 


1119. Een parallellogram te construeeren, waarvan de hoogte 
gegeven is, dat zoo groot is als een gegeven vierkant, 
terwijl de som der tweede machten van de diagonalen 
van het parallelogram gelijk is aan een ander gegeven 
vierkant. (Lit. Math. Ex.vrgst.) 

Oplossing. 
De hoogte A is gegeven. De inhoud.is ook gegeven en ge- 

lijk aan een gegeven vierkant m?, 

Daar de inhoud ook == ha, als a de zijde is, waarop de 
hoogtelijn h staat, zoo is ha == m*, waaruit h:m==m:a. 

Deze zijde is dus te construeeren. 

Zijn de diagonalen p en q, dan is gegeven: p? +-g? =n?. 

Ook is p? Jg? =2a? J- 26°, als a en b de zijden van het 
parallelogr. voorstellen. 


2 
Dus 24? +25? =n? en a? JD? = Ee dus 


War Jb? =; n2, 
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Sm is de halve diagonaal van het vierkant n?. Ook is 


a bekend. Construeeren we nu een rechthoekigen driehoek , 
waarvan de schuine zijde = 5 ny en een rechthoekszijde — a, 


dan is de andere rechthoekzijde — 5. 
Van het parallelogram zijn dus nu, behalve de hoogte, 
ook de zijden bekend, en het is dus te construeeren. 


Constructie. Zet de zijde a uit. 

Richt op a (AB) ergens de hoogte- 

lijn Ah (EF) op. Trek in E eene 

lijn CD// AB. Beschrijf uit A met 

b als straal een cirkelboog , die CD 

ergens in C (C‚) snijdt. Verbind 

A met C (C,), trek BD (BD) (/ 

AC (AC), dan is ABCD het gevraagde parallelogram. 

(Par. ABCD, heeft eene andere ligging , maar is volkomen 


=— par. ABCD.) 
J, Ta. pe Bruin; v. Dn. War & VerBorGH. 


1120, Bewijs, dat de hoogte van een gelijkbeenig trapezium, 
waarin een cirkel kan beschreven worden , middeleven- 
redig is tusschen een schuine zijde en de lijn, die de 
beide raakpunten van den cirkel met de schuine zijden 
verbindt. (Lit,‚ Math. Ex‚-vrgst.) 

Oplossing. 

ABCD is een geliĳjkbeenig trapezium, 
waarin cirkel M beschreven is. De raak- 
punten van cirkel M met de schuine zijden 
AB en CD zijn E en F, De loodlijn BG 
uit B op AD neergelaten is de hoogte van 
het trapezium. We trekken de middellijn 
EH en vereenigen H met F. 

Daar de lijn EF, die de raakpunten vereenigt, evenwijdig 
loopt aan de evenwijdige zijden, is / BEF —=/ BAD, dus 


LEBAD Ee bg EKF (K is het raakp. van den cirkel met de 
zijde BC). 
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Ook is / EHF = 5 bg EKF, dus / EHF —/ BAD. 


EH —= BG == hoogte van het gelijkbeenig trapezium. 
De rechth. AA EFH en BGA hebben een scherpen hoek 
gelijk en zijn dus gelijkvormig. Uit die gelijkvormigheid volgt: 
EF: BG = EH: AB of 


EF: BH = BG: AB, 
v. D. War & VerBOorGH, 


Tweede oplossing. 


Zij ABCD een gelijkbeenig trapezium , 
waarin een cirkel M beschreven is, EF de 
lijn, welke de raakpunten van den cirkel 
met de schuine zijden AB en CD verbindt 
en G en H de raakpunten met BC en AD, 

Vereenig de raakpunten G en H, dan 
is GH | AD en gelijk 2 MG = 2 MF = 2r, 

Trek CK 1 AD. Zij L het snijpunt van EF en GH, dan is 
ACKDm A FLM, 

Derhalve CK: LF=CD: ME 
dus ook CK:2LF =CD:2MF 


2MF: EF=CD:2ME 
GH: EF=CD: GH 


GH? = EF X DC. 
J. Tu. pe Bruin; A. G. Dn. B. 


1121, Van een A ABC zijn de omgeschreven cirkel M, het 
hoogtepunt O en de zijde AB gegeven. Construeer dien 
driehoek, H. SrersMa, 

Oplossing. 


Analyse. Zij M de gegeven cirkel en daarin O als snijpunt 
der hoogtelijnen gegeven benevens de lengte van AB. Zij A ABC 
de gevraagde driehoek ; trekken we de hoogtelijnen AD, BE en 
CF en verlengen die tot ze den omgeschreven cirkel respec- 
tievelijk in G, H en I snijden; dan is reeds meermalen aange- 





toond (Zie o.a. Van Breen, Merkw. punten en Îijnen in den 
vlakken driehoek, blz, 28) dat OD = DH, OE = EI, OF = FG. 
De lijnen OH, Ol en OG worden dus in D, E en F gehal- 
veerd ; zoodat die punten op een cirkel moeten liggen, welks 
middelpunt op het midden van MO ligt en waarvan de straal 
=3 straal omgeschreven cirkel is. Maar die cirkel gaat tevens 
door de middens der zijden, en deelt ook de afstanden van O 
tot de hoekpunten middendoor; die cirkel is dus de cirkel van 
FruerBacH of de negenpuntscirkel (VAN Breen, Merkw. punten 
enz., blz. 25). Daar hiervan middelpunt en straal bekend 
zijn, is die cirkel te construeeren. 

Omdat we van AB de lengte kennen, weten we ook den 


afstand Mc van M tot AB, nl, Mc = Ver: —i AB?, terwijl 


het voetpunt c der loodlijn Mc tevens midden is van AB; dat 
midden is dus het (één der) snijpunt(en) van cirkel MC met 
cirkel N. 
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De constructie is derhalve: Verbind het hoogtepunt O met 


M, beschrijf uit het mldden dier lijn met 5 R als straal een 


cirkel ; daarna uit M met Vr: — 5 AB? een cirkel, die den 


laatsten in c snijdt. Trek door c de koorde AB J Me; trek 
AO door en BO; deel OH en OI middendoor respectievelijk 
in Den B; trek AE en BD ‚ tot ze elkaar in C snijden. Dan 
is A ABC de gevraagde A. 
Het 2e snijpunt van de cirkels M en N zou een A gele- 
verd hebben, alleen in stand verschillend met dezen A ABC. 
Het bewijs is gemakkelijk uit de analyse af te leiden. 
Tevens is nu ook te vinden de oplossing van de opgaven : 
__ Van een driehoek is gegeven de omgeschreven cirkel M met 
het hoogtepunt O er in en 
a) de afstand van O tot een der hoekpunten ; 
òf 6) tot een der zijden; 
c) de loodlijn uit M op eene zijde; 
òf d) een der hoeken van den AN H. Siersma Jr, 


1122. Als een mediaan eens driehoeks gelijk is aan de helft 
der overstaande zijde, dan is de hoek, waaruit zij ge- 
trokken is, — 90°. Bewijs dit ‚en pas deze stelling 
toe op de constructie van de meetkundig middeleven- 
redige tusschen twee gegeven rechten. H. D. U. 


Oplossing. 
Zij in A ABC de mediaan AB = 3 AC, 


dan zijn A ADB en A CDB gelijkbeenig, 
dus ABD == A 
LCBD=/ CC 
LB =ZAd-/ CC, 
Maar /AL/C+4-/B=?2R, 
of LB +4B=?2R, dus / B=R, derhalve 
is A ABC rechthoekig in B. 
Trekt men nu BE! AC, dan is AABEx» A CBE, dus 
AE: BE = BE: CE, 
De Vriend der Wiskunde. X. | 12 
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Men kan nu op eene eenvoudige manier de meetkundige 
middelevenredige tusschen twee gegeven lijnen a en b con- 
strueeren, zonder rechtstreeksche toepassing van de eigen- 
schappen des cirkels. 

Neem nl. AE =a, verleng haar in E met EC =b, richt 
in E eene loodlijn op en beschrijf uit het midden D van AC 
met AD als straal een cirkelboogje, dat de loodlijn in B snijdt, 
dan is BE de gevraagde meetkundige middelevenredige tus- 
schen a en b. 

's-G, H, D, U. 


Tweede oplossing. 
Zij in A ABC de mediaan BD = 5 AC 


en BE | AC, dan is / B = 90° (boven 
bewezen) en A ABE» A ABC, dus 
AE:AB = AB: AC. 
Zij nu AC = a de grootste der gegeven lijnen. Neem op 
haar een stuk AE =b, richt in E eene loodlijn op, en be- 


schrijf uit het midden D van AC met 5 AC als straal een 


eirkelboogje, dat de loodlijn in B opgericht in B snijdt en 
vereenig B met A, dan is AB meetkundig middelevenredig 
tusschen AC en AE, A.G.p, B.; v.D. WaL & VERBORGH, 


1123. Een trapezium ABCD middendoor te deelen, door eene 
lijn, getrokken uit een punt P buiten het trapezium , 
tusschen de verlengden der evenwijdige zijden AD en 
BC gelegen, (8 

Oplossing. | 

Zij ABCD een trapezium, waarvan 
AB en CD de beenen zijn. Zij P 
aan den kant van AD buiten het 
trapezium tusschen de verlengden 
der evenwijdige zijden DA en CB 
gelegen, Zij PEF de gevraagde lijn, 
die AB in E en CD in F' snijdt en 
het trapezium middendoor deelt, 
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Verleng de beenen AB en DC tot zij elkaar in G ontmoeten 
en trek PH // CD, dan zal H op AB of op haar verlengde 
liggen, 

Omdat het trapezium en het punt P gegeven zijn, kan men 
de lijnen AD =a, BO —=b, AG =e, DG =d, GH =f en 
PH —=g als bekend aannemen. 

Omdat de lijn PEF gevonden moet worden, stellen we 
_GE=e# en GF —=y, en zullen GE =z in functie der gege- 
vens a, b, c,‚d, f en g uitdrukken, Dan kan het punt E 
worden bepaald en daarna uit P de lijn PEF worden getrok- 
ken. Men heeft 


trap. ABCD — A ADG—ABCG = ( 


Maar A BOG A ADG, dus 
A BCG: A ADG = BC? : AD? —= 52 : 4? 
deze waarde in (1) gesubstitueerd geeft 


trap. ABOD = (1 — ee). MADG 


A BCG 


— Rip): AADG d) 





BEE 
A ADG 
rk 


dus L 5 trap. ABCD == vierh. ADFE —= oe 


en AE Oe ADFE 
= A ADG — ? Eend ‚A ADG = (1 


‚A ADG 





ek 
Ja? 
À 

PACKED ven ded 


AEFG en A ADG en ZL G gemeen, dus verhouden 
hunne oppervlakken zich als de producten hunner zijden om 
L.G, derh, 

Â EFG: A ADG = GE, GF: GA. GD = xy : cd 


of AEFG= 2. A ADG MEAD CE) 
Uit (2) en (3) volgt nu dat 

2 2 2 

B „AADE= B. AADe, or EE 4, 4) 








) A ADG 








Zr nh odd 
ee APEHx» A Ee 
dus PH:FG == HE: EG, 
waarin HE=GH— BG =f—r 
dus g:y=(f —&):x, waaruit y = hel 





fx 
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Deze waarde van y in (4) gesubstitueerd geeft 


a: Jb? ke gx° 
2a? __ ed(f—z) ’ 
é a _ (a? J-b®)ed atb? Ce d 
waaruit FEE) TERNI OE) (5) 


en x dus te berekenen en te construeeren is. 
Stel daartoe 





a? Jb _ p? c rd 
a: Jb? =p?, En —er en ns 
ì 
Ke see ns 
dan is Een of z°=sf—t, 
waaruit. vr sr =alr Hs) —= sf. 


Stel sf —t*, dan is 4 de meetkundig middelevenredige tus- 
schen s en f. Dewijl # en z + s twee lijnen zijn, waarvan 
het verschil (#4 s)—rv==s en het product z (w Js) = #2 
bekend zijn, kan # hieruit geconstrueerd worden, door een 

cirkel te beschrijven, die s tot middel- 
lijn heeft, aan dien cirkel een raaklijn 
== tte trekken, daarna uit het middel- 
punt met den afstand van dat middel- 
punt tot het uiteinde der raaklijn een 
cirkelboog te beschrijven, die het ver- 
lengde der middellijn MN == s in K snijdt, 
dan is „= KN de gevraagde lijn GE 
in A ADG. 

Men kan ook z oplossen uit de vierkantsvergeliĳking 
a? J- se = sf en daarna construeeren. 


Opmerking. Als b==0, wordt de ze 





En z en gaat het 


trapezium ABCD over in een Bes an {5 


1124. Door een punt P van den boog AB van een cirkel- 
kwadrant AMB trekt men eene raaklijn, welke de ver- 
lengde stralen MA in C en MB in D snijdt. Als men 
nu PE_| MA, PM en AB trekt, is A AMB meetkun- 
dig middelevenredig tusschen A CMD en A MEP. Be- 
wijs dif, 
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Oplossing. 


Men heeft A MEP» A MPC 
dus ME:MP=MP:MC... (1) 
En A MEP A MPD 
dus KE MP = MBAMD 7.0.0 (3) 
zoodat ME. EP : MP? — MP2: MC,MD 


of 
MEEP MA.MB _MA.MB MC.MD 
OA ee OV MUM 
d.i. A MEP: A AMB —= A AMB: A CMD, 
wat bewezen moest worden. v. D. War & VerBorGH. 


Tweede oplossing. 


Zij AMB een cirkelkwadrant, CD eene 
raaklijn in een punt P van den cirkel 
en PE _! AM. 

Laat nu uit E eene loodlijn EG op de 
lijn MP neer. De driehoeken EPM en 
CMD zijn gelijkvormig , dus hebben we: 

EG:MP —=MP : CD 
MP? — EG x CD. 


We weten, dat MP —= MA is, vermenigvuldigen we mot 


7 MP?, dan verkrijgen we 


1 1 1 
_—= ho — 
z MP =zMP.EG. ;MP.CD 
dus (A AMB)? = A MEP. A CMD. A.G.».B. 


Derde oplossing. 
(Analytisch bewtjs.) Men heeft 
A MEP = 5 ME. PE 
of _2AMEP= ME.PE 
A MAB = 5 MA. MB 


2 AMAB=Z=R? 


1 


En 
zk 
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A MOD =} CD. MP —SR.CD 
of 2 A MCD=R.C0D. 
Zal nu A MEP: A MAB == A MAB : MCD zijn, 
A 1 1 4 
_ heel 2 mm 2 en 
dan moet ook zME.PE: R 5 R zR.CD 
6 MESPE tre RI riherR Rd d) 
: BOR OD SOD wanen 


Omdat / MEP=/ CMD —=90° en / EPM =/ MCD is, 
daar hunne beenen | op elkaar staan, is A MEP @ A MOD, 


dus A MEP: A MCD = MP? : CD? 
MP? 
of A MEP = Gp: : À MOD 
2R?.A MCD 
of 2 A MEP = Tr 
Voorts is 2 A MCD == CHER: 
CDR? {BS 
Zal dus (1) waar zijn, dan moet, dewijl ME, PE —=2 A MEP 
R3 
is, dus ook De ee Ea 
R RE 
of Cp =op 2ör: « «+ « (2) 


Nu is (2) waar, dus ook (1). Derhalve heeft men ook 
A MEP: A MAB == A MAB: A MCD. 
J. T. pe BRUIN. 


1125. Van een afgeknotten omwentelingskegel zijn gegeven de 
stralen van grond- en bovenvlak Rensen de hoogte h. 
Bereken den straal van de doorsnede, rechthoekig op 
de as, die het lichaam in twee gelijke deelen verdeelt. 
(VersLuys, Ster. 59.) 

Oplossing. 

Zij ACDB de bedoelde afgeknotte 
kegel, waarvan de straal van het grond- 
vlak CN == R, de straal van het boven- 
vlak AM = r en de hoogte MN ==. 
Zij EF de doorsnede, waarvan de 
straal EO =«, 


: 185 


De inhoud van kegel ACDB = À zr h(R? + Rr +?) en dus 


de inhoud van den halven kegel = Er h(R? + Rr + r?), 
EF verdeelt den kegel in twee gelijke deelen. 
De inhoud van kegel CF= 37 ON(R? + Rr +-2?), der= 


halve is Er ON(R? HRe de) = gr AR? HBr pr) 


en 2ON(R? 4 Re 4-22) =h(R? JRr tr)... (I) 
Laten we uit A de loodlijn AG en uit E de loodlijn EH 
op het grondvlak neer, dan is A ACG w A ECH, waaruit volgt 
CH:CG = EH: AG. 
Nu is: CH=CN—HN=CN-—EO=R--r, 
CH=CN—-GN=CN—AM=R-—-r, EH = ON 
en AG = MN =h, 
We hebben dus: (R — 2): A r)=ON: Ah, waaruit: 
_ h(R—2) 
ONE: ER | 
Deze waarde van ON gebracht in vergelijking (I) en we 
vinden achtereenvolgens : 
DES D Rr HRe det) = (RE HBr r*) 
Beide leden door A gedeeld en met R —r vermenigvuldigd 
geeft : 
2(R —)(R? J Re F2?) =(R— r)(R2 HRrt-r°), 
ER 0 on nk 
2 RS —2e3 = RI — rr 


Zes RS FNS 
Bene ae PP) 
dus # of de gevraagde Al van de doorsnede 
=P ER ED 


Van DER War & VERBORGH. 


1126. Bereken de hoeken van een boldriehoek, als zij tot 
elkaar staan als 4, 6 en 7, en als de driehoek het 
32e deel is van het oppervlak van den bol. 
(VersLuys, Ster. 52.) 
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Oplossing. 

Het oppervlak van een boldriehoek verhoudt zich tot het 
het oppervlak van den bol, waarop hij beschreven is als zijn 
spherisch exces (de overmaat van de som zijner hoeken boven 
180°) tot 720°. Als dus de hoeken van den boldriehoek A à 
B en C zijn, heeft men de volgende evenredigheid : 

Oppervl. bol A : Oppervl. bol = (A + B + C — 1809) : 7200 


5 Oppervl. bol: Oppervl. bol = (A +B + C — 180°) : 720° 


Ah No 
dos. AFB4O— 1809 OE — 22030 


A HBC == 202930’ 
A:B:C=4:6:7, dus 


A 7 


O Ee Ö / ” 
T 202 30)’ == 47°88'49 Ti 
BS p 202930’ = 7 1028147 2 
hant rt 17 
ti d . 202930’ = 83022/56".S. 
17 17 
A. G. p. B.; v. pn. War & VerBoren. 


1127, Van twee bollen zijn de stralen 7 en 9 dM. en is de 
afstand der middelpunten 10 dM. Bereken den in- 
houd van de lens, die de bollen gemeen hebben. 
(VersLuys, Ster. 62.) 


Oplossing. 


Teeken 2 elkaar snijdende cirkels M 
en N. Zij AB de gemeenschappelijke 
koorde die de lijn der middelpunten in 
C snijdt. Zij D het snijpunt van cirkel 
N met MN en E dat van cirkel M met 
MN, dan stelt de figuur de doorsnede 

voor der 2 bollen, die de lens ADBE gemeen hebben. Nu is: 
NA = NB == ND = 9 dM. 
MA = MB = ME == 7 dM. 
MN == 10 dM, 


een Sn 
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De lens ADBE bestaat uit de som van 2 segmenten : ACBE 
en ACBD. ACBE is een segment van bol M en ACBD een 
segment van bol N. 

AAMNZ2 A BMN (de 3 zijden hebben ze gelijk), dus 
Z AMC = / BMC. Ook is / MAC —= Z MBC (want MA = MB). 

Derh. A AMC2 A BMC, waaruit volgt 

Z MCA = / MCB == 90°, 
AB en MN snijden elkaar dus loodrecht , en AC == BC. 
AC? = AN? — NO? = 81 — NC2, 
Ook is AC? = AM? — MC? —= 49 — MC?, 

Derhalve is 81 — NC? —= 49 — MC? 

en 32 = NC? — MC? = (NC + MO) (NC — MC) 
= MN (NC — MO) = 10 (NC — MC) 
en 3,2 = NC — MC 
10 = NC + MO 
13,2 =2 NC 
6,8 = 2 MC 
derh, NC —= 6,6 dM. en MC — 3,4 dM, 
d AC? = 81 — NO? —=49 — MC? =— 37,44 
AC=1,21 26 en AB —2,4 1 26 dM. 


Verder is ME-—=7 dM, ND=9 dM. 
MC = 3,4 dM., NC == 6,6 dM. 
Dus ME — MC —83,6dM. en ND — NC—=2,4 dM. 
of CE —3,6 dM. en CD —=24dM. 
Dus de hoogte van het segment ACBE — 3,6 dM, 
en ode ” » » » ACBD — 2,4 ” 


Inb, segment —= or h* (SR — h) als R == straal van den bol 


en h — hoogte van het segment. 
(Zie: „De Vriend der Wiskunde”, IL, blz. 175.) 
Derh, inhoud segment ACBE — 


Es 57 X.3,6 X 3,6 (21 — 3,6) dM? 


= 127 X 83,6 X 17,4 dM? — 75,168 7 dM? 
en inhoud segment ACBD — 

ZET XLA X2A (27 — 2,4) MP 

= 0,8 7 X 2,4 X 24,6 dM? = 47,232 1 dM?. 
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Dus inhoud lens —= (75,168 + 47,232) zr dM? — 122,4 7 dM? 
= 122,4 X 3,14159 …. — 385,5, dM? 
A.G. pn B.; v pn. War & VERBORGH. 


1128. Van eene hypotheek, groot f 10000 à 5°/, ’s jaars, 
wordt elk jaar met den intrest f 802,425 betaald. Na 
hoeveel jaren is die hypotheek afgelost ? 

Oplossing. 
Stel dat de hypotheek na z jaar is afgelost, 
‚f 10000 zal na « jaar eene waarde hebben van 
f 10000. (1,05)®. 

De f 802,425 staat 1 jaar minder uit, dus (ev — 1) jaar; 
de tweede f 802,425 staat (x — 2) jaar uit, enz, de laatste 
f 802,425 staat niet uit. 

De elk jaar terugbetaalde f 802,425 zal dus eene waarde 
vertegenwoordigen van 


f 802,425 | 1052 Ep 052 2 1,052 H 1,051 4 1,050 | 
=| 14 1,05 f 10524. Ei Opee OD | ‚f 802,425 


n0btE I) 
= ( ET f 802,425. 
Lol 
0,05 
(1,05% — 1). 16048,5 — 1,05” . 10000 
(16048,5 — 10000) 1,05” == 16048,5 
6048,5 . 1,05% == 16048,5 
{opt — 16048,5 _ 32097 
NT 6048,5 T 12097 
x log 1,05 = log 32097 — log 12097 
0,0211893 # — 4,5064644 — 4,0826777 


0,0211893 x = 0,4235867 
A 4231867 __ one Nn 
211893 211893 
log 4237867 — 6,6271473 
log 211893 == 5,3261166 
log # == 1,3010307 en z == 20,00069,, jaar, 


zoodat de hypotheek na 20 jaar is afgelost. 





Derhalve ‚f 802,425 — 1,05”, 10000 








nn ande ln tid 
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1129. Indien op 1 Januari f 100 uitgeleend wordt, terwijl 
terugbetaling van f 105 plaats vindt in 50 gelijke 
wekelijksche bijdragen van f 2,10 te beginnen met 15 
Januari, dus zóó dat voor 1 Januari daaraanvolgende 
f 105 is terugbetaald, vraagt men hoeveel °/, rente 
wel van 1 Jan.—3l Dec. betaald is? 


Oplossing. 


De geldschieter zet uit f 100 gedurende 2 weken, omdat 
hij den 15 Januari de eerste f 2,10 op afkorting ontvangt. 
Voorts f 100 — 1Xf2,10;s f100—2xf210; f 100 —. 
3Xf2,10;.... f 100 —49 XxX f 2,10 elk gedurende 1 week.» 
Alzoo gedurende 1 week , 
51 xf 100 —(1l4-24-3-.... 4-49) X f 2,10 
—=f 5100 — 25 Xx 49 x f 2,10 
=— f 5100 — f2572,5 —=/ 2527,5. 
Hij trekt in dien tijd / 5 rente, d.i. 
5 X 100 26000 __ 


Te ee em 7 e 0 ° 
Ban Ba DIE eee do 


1030. Bewijs, dat a? — 5a? + 44 een 240-voud is, als a 
even en > 2 is. (eel 
Oplossing. 
a" — 5a3 J- 4a —=a (at — 5a? J- 4) = a (a? —1)(a? —4)= 
a (a — 1) (a + 1) (a—2) (a4-2) = (a—2) (a—1) a (at-1) (a4-2). 

Van 5 opeenvolgende getallen is steeds een deelbaar door 5; 
ook is op zijn minst 1 dezer getallen een 3-voud. 

a is even en grooter dan 2; a — 2 en a +2 zijn dus ook 
even; van de & opeenvolgende even getallen a — 2, a en 
ad-2 is steeds 1 deelbaar door 4; het product bevat dus 
minstens 1 +1 +2 == 4 factoren 2, 

Alzoo is het product deelbaar door 5 X 3 X 2% = 240. 

J. Tu. pe BRUIN; v.D. War & VerBoren; W. Meijer. 


1181. Als een getal p ondeelbaar is en onderling ondeelbaar 


(relatief priem) met a, is af —Ì deelbaar door p. 
% P. C …e Te 
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Oplossing. 


Onderstelde: p is een ondeelbaar getal en relatief-priem 
met d. | 


Gestelde: a? 11 is deelbaar door p. 

Bewijs. Deelen we alle termen van dereeks a, 2a, 3a,.... 
(p—l)a door p, dan zijn de resten der deelingen , afgezien 
van de volgorde, de getallen van 1 tot p — 1. Want le. geen 
der resten is 0, daar a relatief priem is met p, en de coëf- 
ficienten van a kleiner dan p zijn; 2e. geen 2 resten zijn ge- 
lijk; want nemen we aan dat b.v. ma en na dezelfde rest 
overlieten, dan was ma — na of (m — n)a een p-voud; a en 
Pp zijn echter onderling ondeelbaar, dus zou m— xn door p 
deelbaar moeten zijn, en dit is onmogelijk, omdat m en » 
beide kleiner dan p zijn, — De p —1 verschillende resten , 
alle < p, zijn dus de getallen van 1 tot p — 1. 

Het product van al de termen der reeks a, 2a, 3a,..…. 
(wp —1l)a is dus een p-voud + het product der getallen van 
1 tot p —1, of 


AX 2aX3aX....(p —l)a=p-voud 1.2.3..,.(p —1) 
1.88 As. o(pet)afr Ke pevoud Je 100 8D 


of 1.2,3.4....(p — Dalam 1) = een p-voud. En daar 
de getallen 2, 3, 4,...p —1 alle relatief priem zijn met p, 
is ook hun product onderling ondeelbaar met p. En dus is 


aard n een p-voud. 
Deze eigenschap is afkomstig van Frermar (1640). 
v. D. War & VerBoran; W. Meier, 


1132. Men heeft 4 getallen, die met hetzelfde verschil op- 
klimmen, 4 andere, die zich verhouden als 2,3, 4 
en 5, en nog 4 andere, die zich verhouden als 3, 
1, 5 en 8, Telt men de overeenkomstige getallen 
samen, zoo krijgt men achtereenvolgens 20, 39, 40 
en 56. Welke zijn de versch. getallen. A.G. p. B. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg., II, blz. 44, vrgst. 24.) 
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Oplossing. 

Stel het fe viertal getallen voor door #, et-w, # + 2w 
en wv} 3w; 

het 2e viertal door 2y, 34, 4y en 5y en 

het derde viertal door 32, 72, 5z en 82. 

Volgens het vraagstuk hebben we nu de volgende 4 ver- 
gelijkingen : vz + 2y +32 —=20(I), 2 Hw 3y +12 —39 (LD), 
et 2d 4y H öz = 40 (III) en # + 3w H 5y J-82—=56 (IV). 

Vergel. (II) — verg. (I) geeft w Jy J- 4e = 19 (V). 

Verg. (III) — verg. (I) geeft 2w J- 2y J- 22 — 20, dus 

wy e2=10 (VI). 

Verg. (V) — verg. (VI) geeft 32—=9, dus #=3. Wan- 
neer men in de verg. (D), (II), (III) en (IV) voor z de waarde 
9 substitueert, verkrijgt men na eenige herleiding 

et2y=il (VI), ew 3y—=18 (VIII), 
ew 4y=25 (LX) en @ + 3w J5y = 32 (X). 

Uit verg. (VII) en verg. (VIII) kunnen verg. (LX) en verg. 
(X) afgeleid worden. 

Immers: 

verg. (LX) —=2 Xx verg. (VIII) — verg. (VII) 
en verg. (X) == 3 X verg. (VIII) — 2 X verg. (VII). 

We behoeven ons dus maar te bepalen tot de vergelijkingen 
2 2y =11 (VII) en z 4-w + 3y—=18 (VIID. 

We hebben hier 2 vergel. met 3 onbekenden, dus onbe- 
paalde vergelijkingen. 

Uit zJ2y =11 volgt v = 11 — 2. 

sy =1,2,3,4, 5 danisx =9,7,5,3,1. 

Uit (VIII) volgt w= 18 — (#34) —=6, 5, 4, 3, 2, 

De getallen zijn dus voor het 
de viertal. 9, 15, 21, 27 dk 1175 AR SD, t9, POR 
20 2, 3, 4, 5 of 4, «6, 8,10 of 6, 9, 12, 15 
Boren 9, 21, 15, 24 9, 21, 15, 24 9, 21, 15, 24 
le viertal 3, 6, 9, 12 dead, 107 7 
2e „ 8, 12, 16, 20 of 10, 15, 20, 25 
8e „ 9, 21, 15, 24 9, 21, 15, 24. 


Dit zijn slechts de geheele positieve getallen, die aan het 
vraagstuk voldoen, Hadden we van gebroken en negatieve 
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getallen gebruik gemaakt; dan zouden er een oneindig aantal 
antwoorden op het vraagstuk gevonden kunnen worden. 
W. Meier; v. D. WaL & VerBoren, 





1133. Als men met 3 dobbelsteenen het spel „onder de 9 en 
boven de 12” speelt, vraagt men de kans te bereke- 
nen, dat men minder dan 9 òf meer dan 12, òf 9 
tot 12 werpt. 

Oplossing. 
et 3 dobbelsteenen kan men 6% == 216 worpen werpen. 





M 
3=1J-1+-f kan 1 maal geworpen worden. \ 8 S & 
4Az=ld12 3 , Ô } ES 
o=lti8, 85 ss | 88e | 
ARR » n Boe … | 
6114 ,3 » IE 8 
ment ” 6 bj n n B 
222 ” 1 ” ” ” lS En | 
gd Ls „3 » » » E ve laa | 
=lid24 „6 „ B ess I | 
=ij33 „3 } » » “5 ga 
=223 ” 3 7 » » En 5 RA 
S=lj1lg6 ” 3 ” ” ” ag Il 
=id25 » 6 » » ” 8 SS 5 | 
=ld-34 „6 „ d 5 Sa 3 
=2int n 3 » ” ” ri ES en | 
238 1-3» ’ » d5'S 5 | 
samen 56 En à 

18==6J-6 J-6 kan 1 : 8 
17=6 65 » 31 a De kans om met 3 dob- 
dark aes 2 3 8 belsteenen meer dan 12 te 
15= Lets 3 EN werpen is dus ook 
==6d-5H4 „ 6 . @ _ 56 hk 

me Eee had 37 nlb AT 
14=6J6 2 brie 5 o 

6453 „ 6/ EF 8 

=6H-4 4 „, 3| a 

za see. 
138 =6 61 „ 3 EIS 

=6H-4-3 „ 6 

=it58 „ 3 ['S 

m=ödi4t „ 8 E 
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Van de 216 worpen zijn er 56 minder dan 9 en 56 meer 
dan 12, zoodat er om 9, 10, ll of 12 te werpen 216 — 
(56 +56) —= 104 worpen overblijven. 

: 104 13 

De kans om 9, 10, 11 of 12 te werpen is dus DIG 7 
1134. Alle waarden van de onbekenden te vinden in de ver- 

gelijkingen : 
Ln gt 
Eg 35 en En. 
(L. M. Ex) (Examen-Eischen, 1890.) 








Oplossing. 
Wad jn 4e an 
B 35 . ……() en 4? Ei dere (4) 
as tys _(etg)Baty Says (ay) Say (et) 


atdyt (et) Zeg (etg)*-—2ay 
Uit (1) volgt zy = 35 (# + Y). 


Substitutie hiervan in de vorige vergelijking geeft 


(et)? — 10 (et)? 
AE) 


ee 9, dus (z-y)? —1O(2J-y) = We -4)—60 
ady— 65 | 


= 9, waaruit bij deeling door #+y: 


(edy) 1d) =— 60, 
waaruit zy = 9; EEn 55 =15 en 4. 
We hebben nu le. zy = 15. 
Uit (1) volgt: zy = 87 (2-F) er 3 van Lrment OU 
ady=15, #° + 2ay Jy? = 225 


ay == 50, Ay = 200 
er ay dy? = 25 
ady= 15 
(wg) = 25, ry == Ed 
de Dee 
yv, = 5, y2 = 10, 
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2. zty=4. Uit (1) volgt: y=3EXd En 135 
(e+) = 16 
day = 535 
1 1 4 
e= ek gm gr 2, 
en el mid | 
ee EDELEN Ee KEO 
Ei Li 21 
2 
43 = asl 
5 5 
ae 8 mg êl 
2 
Ja = 2d gl 21, 


De vergelijkingen zijn symmetriek. 
v. D, WaL & VerBoren; W. Meiser, 


A 
1135. Bereken zv uit: 0,45225 9 — 67,242. 
(Kon. Mil. Acad.) (Examen-Eischen 1890.) 
Oplossing. | 
bie 
0,45225 3 — 67,242 
4 
— 5 X1og 0,45225 — log 67,242 
Nu is log 0,45225 — 0,6553786 — 1 — — 0,3446214 


en log 67,242 — 1,8276406, 
4x 
dus fs 5) X(— 0,3446214) — 1,8276406 
4 


5 X 0,3446214 — 1,8276406 


4x __ 1,8276406 
83 TT 0,3446214 


log 3 — log 1,8276406 — log 0,3446214 
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log 1,8276406 — 0,2618908 
log 0,3446214 — 0,5373423 — 1 


log 5 — 0,7245485 
er — 5,303328 


B 7 X 5,303328 — 3,977496. 
A.G.p.B; vp. War & VerBoren ; W. Meiser. 


1136. Van eene meetkundige evenredigheid is de som der 
termen 21, de som hunner tweedemachten 125 en het 
product van al de termen 576, Welke is die even- 
redigheid. (Eindex, H.B,S) (Examen-Eischen 1890.) 


Oplossing. 


Stellen we de termen der meetkundige evenredigheid respec- 
tievelijk =z, y, zen u. Nu is 
zpyhehul 0D, et Hg Jet jut 125 (2) 
en zyzu—= 576 ...(3) 
Volgens de hoofdeigenschap der Ee edieheden is verder 
vu==yz. In verband met (3) volgt hieruit 
(vu)? =(yz)? = 576, dus vw =ye=24... (4) 
We hebben nu z? Jy? + z? Een ene Ne 
2zu + 2yz ‚= 96...(4) 
eu? dye)? =221...(5) 
edy d2)= 21 (1), 
dus (e+ u)? Fy 42} + 2 (ej 4) a a 
(et 4)? Hy + 2)? 
rd 
(5) — (6) geeft (a Hu)? — 2e Fu) ye) Fy +2)? =1, 
dus (2 FU) —(y He) = El 
oF) (y-h 2) = 21 
mhu=ll,ygd-2=10 


of ed-u=l10y zl. 
null, #2? + 2wutut=l2l, #du—=10, #2 2u tu?==100 
Tu—24 Amu „== 96e wuz24 Azu =="96 
Rn — 2rututz= 25 Le Zauduiz= 4 


De Vriend der Wiskunde, X, 18 
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tt d5 Lut 2 
vuil ed u—=10 

Cim, Ui Wibe 
U 3) Uig nl en. En es De 


Voor y en z vinden we dezelfde waarden als voor # en u. 
De gevraagde evenredigheid is dus 8:6 =4:3 of een der 7 
andere evenredigheden, die door verplaatsing der termen uit 
deze kunnen worden afgeleid. 

(Zie: De Vriend der Wiskunde, IX, 1894, no. 972 bl. 92.) 
v. D. War & VerBoren; W. Meier. 


1137. Los z op uit: 
os — 3e + Sz? — Bed 1=0. 
(Eind-ex. Gymn.) (Examen-Eischen 1890.) 
Oplossing. 


m8 Bat ed le=0 


De som der coëfficienten van de termen met het teeken + 
is gelijk aan de som der coëfficienten van de termen met het 
teeken —, 


| 1 
14-51 =8 J 35 
tv == 1, maakt den vorm dus — 0. 
Deelen we den vorm door z — 1, dan bekomen we 


1 4 
3 _— 2 zv? == 
v 2 0 + 252 LiDE 


xv — Ì maakt dezen vorm ook == 0, om dezelfde reden als 
boven. Deelen we dezen vorm door # —1, dan vinden we: 


ee 


2 
Uit de laatste vergelijking vinden we: 
9 9 
me | J- en mn 
re NT 
31, —— 
zat 
ti Ei 7 


Dus vinden we voor zr de waarden : 
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3, 1 3 1— 
EE EN ee LE 
Ep iti Teno =ji i 7 
Twee waarden voor-# zijn gelijk, zoodat we 3 verschillende 
waarden voor # vinden. v. D. War & VerBoraa. 


Tweede oplossing. 


vies Het ed 1=0 


(1 +1) — 33 (2° +2) + 5? —=0. 


Bij deeling door z? gaat de vergelijking over in: 
1 Á 1 ) 
(erts) — 3 (e+ +5 =0, 
Stel y—=r + : ‚ dan wordt deze: 
pd d=0 
1 À 1 
y* — 359 +30, waaruit 9, =2; y, = 1. 
Uit y= er + } volgt #? — zy —= — Î , waaruit we vinden 
vi Er. 
Substitueeren we hierin voor y respectievelijk 2 en jp ‚ dan 


verkrijgen we de waarden van z, die aan de gegeven ver- 
gelijking voldoen, De substitutie van y — 2 geeft 


e= (BEETA) e=; 
die van y == 15 geeft 


zz (Bt Vel)! (iii) Ër. 


De 4 wortels der vergelijking zijn dus : 


3 1 de NL 
t,=a,=ls Cd ebr d Ht ne 


A. G. op, B.; J. Ta. pe Bruin; W. Meiser. 


1138. Twee vierhoeken zijn in t algemeen gelijkvormig, als 
ze de hoeken gelijk en een paar overstaande zijden 
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evenredig hebben, mits de gegevens in beide figuren 

in dezelfde orde voorkomen. 

(KrarrPer, 299.) J. T. pe Bruin. 
De lezer teekene de figuur. 


Oplossing. 


De // A,‚B,C en D van vierhoek ABCD zijn respectie- 
velijk gelijk aan de // EB, F, G en H van vierhoek EFGH, 
Verder is gegeven: EH: AD = FG: BC. 

Plaats vierhoek EFGH zoo op vierhoek ABCD, dat / FEH 
samenvalt met / BAD en dat EH langs AD valt. H komt 
dan in een punt I van AD, F in een punt K van AB. 
G komt in het punt L. Uit /AKL = / EFG = / ABC 
volgt, dat KL //BC is; uit / AIL=/ EHG —=/ ADC volgt, 
dat IL//DC is. Trek evenwijdig aan BA de lijnen CM en LN, 
die de lijn uit A // BC getrokken, in M en N snijden. De 
vierhoeken AKLN en ABCM zijn dan parallelogrammen , dus 
is AN=KL en AM —=BO. Daar nu EH:AD == FG: BC en 
FG =AN en BO == AM is, is dus ook AN:AM=—=EH:AD 
of AN:AM == AI: AD...(1). Hieruit volgt, dat NI// MD is. 
Daar ook NL//MC en LI//CD is, zijn de zijden van A LIN 
evenwijdig aan die van A CDM; alzoo zijn deze A A gelijk- 
hoekig en dus gelijkvormig, zoodat LI:CD == NI: MD... (2). 
Doch uit (1) volgt NI:MD == AI: AD...(3) en uit (2) en (3) 
volgt nu LI:CD =—= AI:AD of HG:CD == EH:AD. Dus 
zijn 8 (opeenvolgende).zijden van den eenen vierhoek even- 
redig met 8 zijden van den anderen, terwijl de hoeken door 
deze zijden ingesloten in beide vierhoeken gelijk zijn, alzoo 
zijn de vierhoeken gelijkvormig. ‘ 
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Eene uitzondering maakt het geval, 
waarin 2 overstaande zijden der vier- 
hoeken evenwijdig zijn, b.v. AD // BC 
en EH j/ FG. Ook in dit geval is 
ALINw A CDM, zoodat LI: CD = 
NI: MD... (2); ook nu geldt de even- 
redigheid (1) van hierboven AN : AM — 

AI: AD...(1). Doch uit deze evenredigheid volgt nu niet, 
als boven, N{:MD == AI:AD, En daar deze evenredigheid 
voor de gelijkvormigheid der vierhoeken noodig is, kunnen 
we in dit geval niet tot de gelijkvormigheid besluiten. Het 
is wel mogelijk, dat de vierhoeken gelijkvormig zijn, 
doeh niet noodzakelijk. W. Meiser. 


Tweede oplossing. 


De vierh. ABCD en abcd hebben 
de // gelĳk. Verder heeft men 
AB:ab=CD:ed. De gegevens ko- 
men in beide figuren in dezelfde volg- 
orde voor. 

Verlengen we AD en BC, tot ze 
elkaar in E ontmoeten, zoo ook ad 
en be, tot ze elkaar in e ontmoeten , 

dan is A ABE o A abe, omdat ze de /4 gelijk hebben. 

Ook is A DCE @ A dee, omdat ze de // gelijk hebben. 

(L. EDC — edc, omdat ze het supplement van gelijke hoeken 
zijn, om dezelfde reden is / ECD == Z ecd). 

De vierhoeken ABCD en abcd bestaan dus elk uit het ver- 
schil van 2 AA, die gelijkvormig zijn en op dezelfde wijze 
aan elkaar sluiten. | 

De vierhoeken zijn dus oo. 

v. D. War & VeERBORGH, 


1139. Door een gegeven punt in een der evenwijdige zijden 
van een gegeven trapezium een rechte te trekken, die 
de figuur in twee gelijke deelen verdeelt. 

(KNAPPER, 3939.) J. T. ve Bruin. 
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Oplossing. 


Zij ABCD het trap. en P een punt 
in een der evenwijdige zijden, 

Verbinden we de middens E en F 
der evenwijdige zijden CD en AB, 
dan deelt EF het trap. middendoor. 

Is nl, Jh de hoogte van het trap. , 
dan is 


5 (AF + DE) = , h (BE + CE) =— „Ink. trap. ABCD. 


Ligt het bedoelde punt dus in E of F, dan is EF de ge- 
vraagde lijn. 

Ligt het punt niet in E of F, maar in P, dan trekken we 
EF, deelen EF middendoor in G en trekken door P en G de 
liĳn PH, dan is PH de gevraagde lijn. De AA PGF en 
HGE zijn toch @. Immers is GE —=GE, / PGF = / HGE 
en PFG =/ HEG (verwisselende binnenh.). 

Van het halve trap. AFED gaat A PGF af en A HGE 
komt er bij, zoodat PH de gevraagde lijn is, 


Het punt P kan zoo gelegen zijn, 
dat, als PH door het midden van EF 
getrokken wordt, H in hef verlengde 
van DC valt. 

APGF en A HGE zijn gelijk en 
gelijkvormig. 

Vierhoek APHD is nu ook wel ge- 
lijk aan het halve trapezium, maar PH ligt ten deele buiten 
het trap., zoodat PH het trapezium niet in twee gelijke dee- 
len verdeelt. 

Zij 1 het snijpunt van PH met BC. Verbinden we P met 
C en trekken we HK //PC, (K ligt op BC) dan ontstaan de 
AA CHK en PHK, die dezelfde basis HK hebben. De top- 
pen dezer driehoeken C en P liggen beide in de aan de basis 
HK evenwijdig zijnde lijn PC, zoodat de BrieHOSKen CHK en 
PHK gelijke hoogten hebben, 


Mtd a ® k 
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Dus is inh, A CHK =inh. A PHK 

Ook is NL Ee A TEK 
—_______________________—_ Afgetrokken 
inh. A CHI ==inh. A PIK. 

We hebben nu: 


Inh. vierh. APHD = ; inh. trap. ABCD. 


Van vierhoek APHD afgenomen A CHI en weer bijgeteld 
A PIK, en we hebben : 


vijfhoek APKCD == „ inh, trap. ABCD, 


dus is ook ACPBR SS 


PK is dus de gevraagde lijn. 
W. Merser; v. D. War & VerBorGa 

Anders. 
Men kan BA door A verlengen met 

AL =CD en CL trekken, die AD in 

S snijdt, dan is 

Inh. A CDS == Inh. A ALS, 

dus Inh. A BCL == Inh. trap. ABCD. 

Zij M het midden van BL, dan is 


»” 


Dj == Dl 


„ ABOD. 


A CLM = A BOM — trap. ABCD. 


Trek de lijn MK // PC en vereenig P met K, dan is PK 
de gevraagde lijn, want 
ZGBMRIS AN CMK), 
dus A PBK = A BMK + A PMK 
—= A BMK + A CMK 


== Â BCM 5 trap. ABCD. 
W. Meiser. 


1140, Door het midden van elk der diagonalen van een vier- 
hoek trekt men een rechte, evenwijdig aan de andere, 
Bewijs, dat de rechten, die het snijpunt dezer even- 
wijdigen met de hoekpunten verbinden, den vierhoek 
in vier driehoeken verdeelen, waarvan de overstaande 
twee aan twee gelijk zijn. Aes Ork Dan De 
(KNAPPER, 979.) 
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Oplossing. 


Zij M het midden der diagonaal AC, 
N dat van BD; MS // BD en NS // AC, 
Verbind M met B en met D, N met 
A en C. Daar N het midden van BD 
is, is 
A BNC — 5 A BCD en 
A BNA = , A ABD, 


dus ABNC + ABNA = 5 (ABCD+AABD) —; vierh. ABOD. 


Doch ABNC + ABNA == vierhoek ABON —= AABC + A ANC 
== À ABC + A ASC == vierhoek ABCS —= A ASB + A BSC. 


Derhalve is A ASB +'A BSC = 5 vierhoek ABCD … (1) 
M is het midden van AC, dus 
A BOM =S A ABC en A DOM = ; A ADO, 
zoodat 
A BCM + A DOM = (A ABC + AADC) =3 vierh, ABCD. 


Doch A BCM + A DCM == vierhoek BCDM == A BCD + 
ABMD = ABCD — ABSD=vierh. BCDS = ABSC+ ACSD; 


alzoo is A BSC + A CSD =3 vierhoek ABCD... (2) 


Uit (1) en (2) volgt: AASB + ABSC —= ABSC + ACSD, 
en hieruit volgt A ASB = A CSD. 
Op overeenkomstige wijze kan de gelijkheid der A A ASD 
en BSC worden aangetoond. 
v.D. WaL & VerBoren; J. Tu. pe Bruin; W. Meier. 


1141. Bewijs, met behulp van de beide *) vorige eigenschappen 
en van $ 268 , dat de inhoud van een driehoek gelijk 
is aan 1” s(s — d) (s — b) (s — c). 
(KNarPPErR, 496.) J. T. pe Bruin. 


dd ee dent 
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*) De stukken, waarin de zijden van een ABC 


door de raakpunten van den ingeschreven cirkel ver- 


deeld worden, en die het hoekpunt A of B of C ge- 
meen hebben, zijn gelijk aan s — a of s — hb of s — c. (494) 

De stukken, waarin de zijden van een A ABC ver- 
deeld worden door de-raakpunten van den cirkel, die 
de zijde a en de verlengden der beide andere zijden 
aanraakt, zijn gelijk aan s of s—c of s—b, naar 
gelang zij aan het hoekpunt A of B of C grenzen. (495.) 

S 268. De straal van den ingeschreven cirkel eens 


driehoeks is gelijk aaa den inhoud van den A , ge- 


deeld door de halve som der zijden. 
Oplossing. 


Zij A ABC de A, M het middel- 
punt van den ingeschreven cirkel, N 
dat van aangeschreven cirkel aan BC, 
MD | AC de straal van den inge- 
schreven cirkel en = r, NE | AE 


(op het verlengde van AC) de straal 
van den aangeschreven cirkel en = rp 


dan is A AMD A ANE en A MDC» A CEN, omdat 
ZONE == 90°— / ECN == 90° — 5 (180°—0) =; C = / DCM. 


Dus 
of 


en 
of 


AD: DM —=AE: EN 
(s—a):r == Sir, 
CE: DM=EN: CD 


| (Bb) =S r „+ (s—e) 


waaruit na vermenigvuldiging der overeenkomstige termen 


dus 


en 


(s—a) (s—b): 1? = 8: (s—c) = s* : s (s—c) 
rist = 12 = s (s— a) (s—b) (s—c) 


I= wv s(s—a) (s—b) (s—c). 
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Toelatings-examen voor het Kon. Instituut voor de Marine 
te Willemsoord. 1895. 


Eerste dag. 
Van 2 u. 30 m—4 u. Rekenkunde. 


De vraagstukken op te lossen zonder behulp van stelkunde. 
(Volgorde naar verkiezing.) 


1. Hoeveel is de inhoud in HL. van: 
2,5 DM? + 45 DS, + 468 dL, + 25 dS. + 345 mS. 
— 0,6 Xx 88153 dM. 2 
1 
5 X 4,02439 — 1,9 
2. Twee kapitalen, die f 4000 verschillen, brengen, wan- 


8 


1 ; 
neer ze à 57 Of, uitgezet worden, 1,125 maal zooveel rente 


A 


op, als wanneer het eerste à 5 °/, en het andere à 4 °/, ge: 
durende denzelfden tijd uitstond. Hoe groot is elk kapitaal? 

3. Van eene evenredigheid is de som van de termen der 
eerste reden 20, de som der middelste termen 2l en de som 
der uiterste termen 23. Welke is de evenredigheid ? 

4, A vertrekt met eene snelheid van 4 KM, per uur uit 
P naar Q en B met eene snelheid van 6 KM. per uur van 
Q naar P, A gaat 2 uur voor B op reis. Als ze elkaar 
ontmoeten heeft B 1,1 maal zooveel van den weg afgelegd 
als A. Hoe lang is de weg ? 

5. Een koopman verkoopt van eene partij koopwaren 
: à 75 et. de KG, ì van de rest à 90 et. de KG, en het over- 
blijvende met 20 et. winst per KG, Als hij nu 15 °/, ver» 


liest, bereken dan den inkoopsprijs van ééne KG. 
Tweede dag. 
Van 9 u—10 u. 30 m. Stelkunde (volgorde naar verkiezing). 


1. Vereenvoudig: 


1 1 1 1 
Le il oi 
IN NRN B tT 
le De ele 
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2. Zoek den grootsten gemeenen deeler van: 
ab — ab? + abt — be 
en 6af — 4a3b — 6ab3 + 464. 
3. Herleid: 
a TE» 
Sci 164” id 
4. Verdrijf de wortelteekens uit DR noemer van den vol- 
genden vorm en schrijf den teller zoo eenvoudig mogelijk : 
3 


- 


4 


25 V (sil —ov10) 


9. Trek den derdemachtswortel uit 7,9 op 0,001 nauw- 
keurig. 

6. Een kapitaal van f 5000 staat 2 jaar lang op samen- 
gestelden intrest tegen zeker °/, ’s jaars. Als het aantal °/, 
2 hooger was, bedroeg de rente aan het einde der 2 jaren 
f 210 meer. Tegen hoeveel °/, staat het uit? 


id 


: d 





be 5 te LE Zn 


Van 11 u—12 u. 30 m. Meetkunde (volgorde naar verkiezing). 
1. Op de zijde AC van een gegeven driehoek ABC neemt 
men AD = 7 AC, vervolgens trekt men DE // BC en EF (| 


AC, bereken de lengte van DF. 

2. Men vraagt een trapezium te construeeren, waarvan cen 
der opstaande zijden in lengte gegeven is, terwijl men weet, 
dat de diagonalen zich verhouden als de evenwijdige zijden en 
dat de som der vierkanten op de diagonalen gelijk is aan het 
vierkant op de som der evenwijdige zijden. 

3. Van een rechthoek zijn de zijden a en b. Eene der 
diagonalen wordt door een der hoekpunten heen verlengd tot 
zij de loodlijn ontmoet uit het dichtst bij gelegen hoekpunt 
op de andere diagonaal opgericht. Bereken den afstand van 
dit ontmoetingspunt tot het snijpunt der diagonalen. 
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Eindexamens der Hoogere Bargerscholen in 1895. 
Stelkunde (3 uren). 


1. Herleid tot eenvoudiger gedaante : 
v(6—2rv5- vr (6252) Hv (16 —2 0/10). 

2. Bepaal drie getallen, waarvan het eene midden even- 
redig is tusschen de beide andere, als hunne som 35 en de 
som hunner tweede machten 525 is, 

Trigonometrie (3 uren). 
1. Los p op uit: 
tango J- 4sin? pH 2 4 sin (45° Jp) eos (45° — 0). 
2. Bewijs dat voor elken driehoek geldt: 
cos Á cos B cos C 
sin B sin C De sin A sin C EE sin A sin B nen 

3. Van een geliĳkbeenig trapezium zijn de evenwijdige zijden 
84,369 en 57,187 M. en een der hoeken 75° 1230’. Bereken 
den straal van den omgeschreven cirkel. 


Meetkunde (3 uren). 


1. In het parallelogram ABCD neemt men een punt P aan 
en vereenigt dit met de vier hoekpunten. Zoo de diagonaal 
AC getrokken wordt, vraagt men te bewijzen dat het verschil 
der driehoeken APD en APB gelijk is aan driehoek APC. 

2. Men heeft een vat in den vorm van een afgeknotten 
kegel , waarvan de afmetingen binnenwerks zijn: hoogte 6 d M., 
straal van het grondvlak 12 d.M. en de straal van het boven- 
vlak 9 dM. Dit vat is tot op 1 dM. van den bovenrand ge- 
vuld met water. Men laat in het vat een lichaam zinken, dat 
de gedaante heeft van een bolsegment, waardoor het vat ge- 


heel gevuld wordt. Als de hoogte van het segment 3 dM is, 


vraagt men den straal van den bol te berekenen, waaruit het 
segment gesneden is. 

3. Im een bol is een straal getrokken en op het midden 
van dien straal is een vlak loodrecht geplaatst dat den bol in 
twee segmenten verdeelt. Men neemt het kleinste segment weg 
en vervangt het door een kegel, die hetzelfde grondvlak heeft 


EA et Se Se 
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als het segment. Op welken afstand van het midden des straals 
moet de top van den kegel geplaatst worden, opdat het ronde 
oppervlak van het lichaam, gevormd door kegel en bolseg- 
ment, samen gelijk is aan het oppervlak van den gegeven bol. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Van een vierkant is eene zijde in het vertikale vlak 
gegeven. Men vraagt de projectiën van dat vierkant te con- 
strueeren, indien een der hoekpunten in het horizontale vlak 
moet liggen. 

2. Hene lijn te trekken, die de as van projectie snijdt en 
op gelijke afstanden van twee vlakken verwijderd is. 


Boekhouden (2 uren). 


es Journaliseer : 
1 Juni. Gekocht à& contant van J. pr Bas alhier 60 kran- 
jangs Java-suiker, bruto 15460 K.G., tarra 8 °/,, à f 32de 


100 K.G, netto, veilingkosten 1 °/,, contant 15 Gl 


2 Juni. Ten verkoop gezonden aan Jon Raár te Londen 
per „Holland” bovengenoemde partij en daarop betaald aan 
onkosten f 78,80. 

6 Juni. Getrokken op Jorn Rare te Londen op rekening 
van de hem toegezonden partij een tweemaands-wissel, groot 
£290.10.6, aan de order van de depositobank alhier, tegen 
den tweemaands-koers 12,01. 

8 Juni. Geaccepteerd de traite van W. pr Vos te Am- 
sterdam voor rekening van R. pe Maan aldaar, order J. pr Bas 
alhier, per 8 September eerstkomende f 1365,12, 

22 Juni. Overeengekomen met J. pr Bas alhier de traite 
uit post 8 Juni contant te voldoen onder berekening van 
3 0/, discont. 

B. Schrijf de traite uit post 8 Juni. 

C. Wat zou voor mij voordeeliger zijn ter betaling eener 
schuld in kort-zicht te Brussel ten bedrage van frs. 12605,40 
te remitteeren tegen den driemaandskoers 47,40, discont 3°/, 
òf te laten trekken tegen den kortzicht-koers van 208,80. 
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Werktuigkunde (3 uren). 


1. Men bedenke zich een verticaal geplaatsten cirkel (straal 
—1,6M.), waarvan het punt B het hoogste punt is. AB is 
de raaklijn uit B aan den cirkel getrokken. (AB—=8M.) 

Een materieel punt hd zich van A naar B langs de 


lijn AB (wrijvings-cöefficiënt — ). Bij B gekomen vervolgt 


het punt zijne beweging langs den buitenomtrek des cirkels, 
Waar zal het dien cirkel verlaten, indien de beginsnelheid in 
A =6M, was? 

De versnelling van de zwaartekracht zij 10 M, 

2. Hen rechte cirkelcilinder (straal van het grondvlak —= 
12 cM,,‚ hoogte = 32 c.M.) is met zijn grondvlak op een ruw 
hellend vlak geplaatst; aan het bovenvlak van den cilinder ís 
een halve bol van dezelfde stof bevestigd, zoo dat de middel- 
punten van het bovenvlak van den cilinder en van den halven 
bol samenvallen, (de straal van den halven bol is 12 cM.) 
Het aldus samengestelde lichaam is op het punt èn van om te 
vallen ên van naar beneden te glijden. 

Men vraagt den hellingshoek van het vlak en den wrijvings- 
cöefliciënt tusschen het hellend vlak en den cilinder te bepalen. 


Natuurkunde (4 uren). 

A, Geef een beknopt antwoord op de volgende vragen: 

1, In hoeverre belet de schadelijke ruimte bij een lucht- 
pomp het luchtledig maken ? 

2. Wanneer heeft men totale terugkaatsing bij het licht ? 

3. Hoe meet men een BAVANIRCMED stroom door een gal- 
vanometer ? 

4, Welke middelen heeft men om eene lage temperatuur 
te verkrijgen ? 

B. In eene ballon van 3 liter inhoud bevindt zich gas van 
665 millimeter druk en 21° C, temperatuur. 

Men pompt het gas er uit, totdat de spanning nog 38 milli- 
meter is, terwijl de temperatuur 13° C. is geworden. 


De ballon is nu 8; gram lichter. 


Wat is volgens las proef het gewicht van 1 liter gas bij 
760 millimeter druk en 00 C,? 
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De inkrimping van het glas wordt verwaarloosd. 


ER Oene in , 1 
Gegeven: de uitzettingscoëfficient van gas is == TES 


Rechtlijnig teekenen (tijd : onbepaald). 


Men beschrijft in een cirkel (straal — 15 cM ) een vierkant 
ABCD; dit vierkant wordt door lijnen EF en GH, die elkan- 
der in O snijden en die evenwijdig aan de zijden van het 
vierkant loopen (EF // AB ‚/ DC en GH // AD // BC), in 
vier gelijke vierkanten verdeeld. In elk dier deelen beschrijft 
men den ingeschreven cirkel. Uit de hoekpunten dier vier- 
kanten AGOE, BGOF, DEOH en CFOH beschrijft men met 
de helft der lijn AG (dus met een vierde gedeelte van AB) 
als straal in elk dier vierkanten kwadranteirkels, die elkander 
dus in het midden van de zijden der kleine vierkanten raken. 
In elk dier vierkanten trekt men de diagonalen, alsmede de 
cirkels door de punten, waar de diagonalen de kwadrant- 
cirkels snijden. 

De diagonalen van vierhoek ABCD en de laatstgenoemde 
vier cirkels worden geteekend als lijnen, afwisselend bestaande 
uit lijnen en punten. 

De cirkel, waarin vierkant ABCD beschreven is, wordt 
fijn gestreept. | 

De overige lijnen en cirkels worden voluit getrokken. 

Er behoeven geene letters in de figuur aangegeven to worden. 


Handteekenen , 2de gedeelte (3 uren). 

Uit de verzameling gipsmodellen der school kieze men een 
of meer modellen naar gelang van het aantal candidaten. Het 
model zij eenvoudig van vorm, symmetrisch en zonder veel 
détails. Het relief zij eenvoudig, doch krachtig. De schaduw- 
gedeelten moeten eenigszins verlicht zijn door reflex-licht. 

In de teekening, naar het gegeven model te vervaardigen, 
moeten vooral de hoofdvormen juist zijn weêrgegeven. De 
schaduwbehandeling zij eenvoudig. In de wijze van bewerking 
is den candidaat de keuze geheel vrijgelaten. 


Nederlandsch (3 uren). 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen ; 
1, De macht van het zwaard, de tong en de pen. 
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2. Reclame. 
3. Het reizen vroeger en thans. 
4, Potgieter. 
Fransch (3 uren). 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1. La garde meurt et ne se rend pas. 
2. Le tabac. 
3. Les foires et les expositions. 
4, Un incendie. 
Engelsch (3 uren). 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen: 
1. Patriotism, 

2. On the choice of a profession. 

3. A royal visit to a town. 

4, The Chinese-Japanese War. 


Hoogduitsch (3 uren). 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1. Der Nord-Ostsee-Kanal. 

2, Prinz von BISMARCK. 

3. Das Elternhaus. 

4, Die Niederländer auf Lombok. 


Scheikunde (3 uren). 

Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 

1. De belangrijkste wetten in de scheikunde; bepaling der 
moleculair- en atoomgewichten. 

2, Dampkringslucht, bepaling harer bestanddeelen , betee- 
kenis dezer bestanddeelen in de natuur, opgehelderd door voor- 
beelden. 

83. Samenstelling, bereiding en eigenschappen van salpeter- 
zuur, belangrijkste toepassingen van dit zuur in de anorga- 
nische en organische scheikunde. 

4, Bereiding en eigenschappen van chloor. Helder met 
eenige voorbeelden het gebruik van dit gas op in de anor- 
ganische en organische scheikunde. 

5. De vlam en de belangrijkste stoffen , die tot verlichting 
dienen, | 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1895 franco 


1184, 


1185, 


1186. 


PItST, 


1188. 


1189, 


1190, 


1191. 


bij den Redacteur A.J. van Braen te Arnhem 
worden ingewacht. 


Van een gelijkbeenigen A ABC is de basis BC = 4 en 
de opstaande zijden zijn 7 cM. Verbind C met het 
midden D van AB. De lijn, die / ADC middendoor 
deelt, snijdt AC in B. De cirkel, die door A ‚ E en 
D gaat, snijdt CD verlengd in F. Bereken CF. 
(Toel.ex, Kon. Mil, Acad. Breda, 1895.) 

Zoek 3 getallen, die voldoen aan de volgende voor- 
waarden: het 1e is 4 meer dan het 3e; de som van 
't 2e en ’t 3e is 7 en de som der 2e machten der eerste 
twee getallen is 61, 

(Eindex. Gymn.) P. H, W. Srurrers, 
De zijden AB en AD en de diagonaal AC van een 


‘ parallelogram ABCD worden door eene rechte lijn 


respectievelijk in 5, d en c gesneden. Bewijs nu dat 
AC AB AD 
OAN H., VeBrAART, 
Bepaal de meetkundige plaats der middens der koorden 
van een sirkel, 
a) als zij door een zelfde punt binnen den cirkel gaan, 
b) als hare verlengden door een zelfde punt buiten den 
cirkel gaan. 
Los # op uit: 
Jot — 1643 F 264? — 167 +3 —0. 

(Eindex. Gymn.) E. B. J. Lurrink, 
Los & op uit: 

Ons — Ap? Jy b=0. 
(Eindex. Gymn.) E. B, J, Lurrixk, 
Welke waarde heeft rz als 

log loge = —1/3 is. 

(Eindex, Gymn.) | 
Bene jaarrente van f 1050, die nog 16 jaar te loopen 
heeft, moet veranderd worden in eene, die 20 jaar loopt. 


De Vriend der Wiskunde, X. 14 


1192, 


1193, 


1194, 


1195. 


1196, 


1197, 
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Hoeveel bedraagt de nieuwe jaarrente, als de intrest 


op 4, °/, berekend wordt? (Eindex, G-ymn) 


In A ABC ís CA verlengd met een stuk AA, gelijk 
aan 5CA, AB met een stuk BB, = SAB, terwijl 
BO verlengd is met een stuk CC,. De punten A,, B, 
en C, zijn onderling verbonden. Indien nu 
A ABC: A A,B,C, =25: 43 

wordt gevraagd, welk deel CC, is van BC. 

(Toel.ex. Cadet, Alkmaar, 1895.) ACD kie 
In een A ABC laat men de loodlijn CD neer op de 
basis en uit D loodlijnen DP en DQ respectievelijk op 


AC en BC. Wanneer gegeven is PQ, het verschil van _ 


BC en CD, alsmede / B, vraagt men dien A te con- 
strueeren, 
(Cadet, 1895.) A. GD. B. 
In een cirkel met een straal R —= 1 dM, is een regel- 
matige tienhoek beschreven en op de zijde BC van dien 
tienhoek een gelijkzijdige A ABC binnen den cirkel, 
Wanneer om A ABC een cirkel wordt beschreven, 
vraagt men naar het oppervlak van het kleinste seg- 
ment, dat door BC van dien kleinsten cirkel wordt 
afgesneden. 
(Cadet, 1895.) A. G. p. B, 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
2/3 — 32 
W3 + V6— 2 
(Cadet, 1895.) 
Men vraagt # op te lossen uit de vergelijking : 
pags „loge, 

(Cadet , 1895.) 
Twee steden liggen op een afstand van 187,5 KM. van 
elkander. Uit de eene stad vertrekt een bode, die den 
eersten dag 16 KM. aflegt en elken volgenden dag den 
dubbelen afstand van den voorgaanden. 

Uit de andere stad vertrekt tegelijkertijd een bode, 


a 8 ie 
aan Ee TN NP ET 
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die den eersten dag een weg van 20 KM. doorloopt 
doch wiens snelheid elken volgenden dag de helft wordt 
van die van den voorgaanden. 
Wanneer ontmoeten beide boden elkaar ? 
(Cadet, 1895.) 
1198, Een badkuip kan worden gevuld door de heetwaterpijp 


in 9 minuten, door de koudwaterpijp in 1, minuut. 


De beide kranen worden tegelijk opengezet, maar op 
het oogenblik, dat de kuip behoorde vol te zijn, blijkt 
het, dat de afvoerbuis al dien tijd heeft opengestaan. 


Deze wordt nu dichtgedraaid, en na 34 minuut is nu 


de kuip vol. In hoeveel tijd zou de aflooppijp het vat 
doen leegloopen, indien de toevoer afgesloten is ? 
(Cadet, 1895 , Rekenkunde.) 

1199, Drie kapitalen, samen f 65000, staan respectievelijk 


î et ; 
à 4, 3 en 47 °/, uit, gedurende 9, 8 en 12 maanden. 


De interesten verhouden zich als 5, 4 en 3. Hoeveel 
bedraagt de gezamenlijke interest der drie kapitalen ? 
(Cadet, 1895 , Rekenkunde.) 

1200, Iemand heeft 2 evengroote kapitalen uitgezet. Van het 
eene zet hij f 6000 uit à 3,5°/, en de rest à 4°/, 
Van het andere zet hij f 8000 à 3°/, en de rest à 
4,5°/, uit. Zoo hij van beide evenveel intrest trekt, 
hoe groot is dan ieder kapitaal ? 
(Breda, 1895 , Rekenkunde.) 


Toelatingsexamen voor de Cadettenschool te Alkmaar, 1895. 


Rekenkunde. (Voor elke opgave */, uur.) 
1. Bereken de waarde van den vorm : 


1 5 
Se 
er + PA] Xx 1585,25 : 9,235 
167" 105 


| 0,153846 : 0,285714 
2 en 3 geplaatst onder no, 1198 en 1199, 
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Meetkunde. (Voor elke opgave 40 min.) 
1, 2 en 3 geplaatst onder no. 1192, 1193 en 1194. 
Stelkunde. (Voor elke opgave ‘/, uur‚) 
1,2 en 3 geplaatst onder no. 1195, 1196 en 1197, 
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REKENKUNDIGE HOOFDSTUKKEN 
_ door W. FE. KorPrscHaar JR. 


V. Samengestelde intrest. 1895, P. Noordhoff, 
Groningen, f 0,55. 


Met dit 5e deeltje is de reeks der rekenkundige hoofdstuk- 
‚ken van den heer Koppeschaar compleet. De schrijver heeft 
het onderwerp samengestelde intrest flink overzien. Hij gaat 
uit van het denkbeeld, dat het in het leerplan een ruimer 
plaats behoort in te nemen, dan het gewoonlijk verkrijgt. En 
hij grondt zijne meening op deze overweging, dat geen onder- 
deel der wiskunde zoozeer als dit geschikt is om te doen 
voelen, dat de wiskunde niet alleen om hare vormende waarde 
aanbeveling verdient, maar dat zij ook in nauw verband staat 
met tal van belangrijke vragen, die zich in het maatschap- 
pelijk leven van onzen tijd voordoen, 

M.í. ís de schrijver zeer gelukkig geweest bij het schrijven 
van dit deeltje zijner serie. Het sluit zich waardig aan bij 
de 4 vorige stukjes, waarover ik reeds eenigen tijd geleden 
in „De Vriend der Wiskunde’ (blz. 53) een woord van 
dniheve schreef, | 

De lezer vindt in dit stukje de samengestelde rdlitdieanes 
ning verklaard met logarithmen en met de formules van 
Newton, en bovendien een heel lezenswaardig overzicht van 
eenige belangrijke zaken uit de wetenschap der levensverzeke- 
ring. Eenige wiskundige kennis wordt natuurlijk gevorderd, 
als men den schrijver wil volgen. Maar in dit opzicht heeft 
de heer K. zich op uitnemende wijze weten te bepalen tot de 
onderwerpen, die op de H. B. S. met 3-j. e. worden onder- 
wezen. 

Met een woord van lof voor schrijver en uitgever eindig ik 
deze aankondiging. 

Amsterdam , Sept. ’95. H. VERHAGEN, 


214 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 11421163. 


1142. Gegeven eene lijn PQ en twee punten A en B aan 
denzelfden kant dier lijn. In die lijn een punt C te 
bepalen, zoodat het verschil der hoeken ACP en BCQ 
gelijk zij aan een gegeven hoek. 

(Smrrs, Mtk. Vrgst. 748.) Ai rn. B: 


Oplossing. 


Analyse. Zij C het ge- 
vraagde punt in PQ. Trek 
BD | PQ en verleng haar 
met DE—=BD. Trek CE en 
zij F een punt op het ver- 
lengde van EC, dan is 
PCF == / ECQ (overstaande 
LL) =tBOQ 
(A BOD AA ECD), 
dus / ACF = / ACP — / BCQ == gegeven verschil. / ACE 
is nu bekend als het supplement van / ACF, zoodat het cirkel- 
segment op AE beschreven, dat / ACH bevat, nog eene meet- 
kundige plaats is, waarop het gevraagde punt C moet liggen. 
Het snijpunt van dat segment met PQ is C. 

Constructie. Trek BD! PQ, verleng BD met DE —= BD, 
trek AE en beschrijf (aan die zijde van AE waar B niet ligt) 
op AE als koorde een cirkelsegment, dat, ACE 180° — V 
(supplement van het verschil V van / ACP en / BCQ) bevat. 
Het snijpunt C van dit segment met PQ is het gevraagde punt, 

Bewijs. ZACP—/ BCQ=/Z ACP —/ ECQ 

=ZACP--—/ FCP =/ ACF == 180° —/ ACE 
= 180° — (180° — V)= V 
B. A. TiuuerR; A, G. Dn. B. 


1143, In een cirkel is een vierkant beschreven en in een der 
hoekpunten een raaklijn aan dien cirkel getrokken. Ver- 
eenigt men het tegenover gelegen hoekpunt met de 
middens der aan het raakpunt grenzende zijden , dan 
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zullen deze vereenigingslijnen de raaklijn zoodanig snij- 
den, dat er een gelijkbeenige driehoek ontstaat, 

Bereken het oppervlak van dien driehoek, als de 
straal — 1 is. AN CN De 
(Ex, Hoofdakte.) 


Oplossing. 


Zij in cirkel M het vierkant ABCD 
beschreven , in C eene raaklijn aan den 
cirkel getrokken. Nog zijn getrokken 
AE en AF, die door de middens G en 
H van BC en CD gaan, E en F'lig- 
gen in de raaklijn, die in C aan den 
cirkel getrokken is. 

Bewezen moet worden: A AEF is 
gelijkbeenig. 

Â CEG Z A CFH, want CG = CH — halve zijde vierkant, 


GC ‚nor =d vg BO = bg DO = 40° 


en /EGC=/ FHC. De laatste twee hoeken zijn de over- 
staande hoeken van de hoeken EGA en DHA, die gelijk zijn, 
hetgeen uit A ABG Z A ADH volgt. 

ZL CEG (/ CEA) is s dus == / CFH (/ CFA). 

A AEF is derhalve gelijkbeenig. 

Trekken we AC, dan gaat AC door het middelpunt M en 
AC LEF. Dus is AC = de hoogte van A AEF. 

Is nu de straal van den.cirkel == 1, dan is AC == 2, de 
2 
B 

Zij 1 het snijpunt van AF met den cirkelomtrek , ee is 
AH XxXHI=CHXxDH. Daar AH —= VAD? j- DH? = 5 L 10, 


zijde van het vierkant — [2 en CH = DH = 


; 0) Ask à 
is „HIy10 =3 en I= 10, dus 


2 


AH + HI of Al =gv10, 


Verder is FLXFA—=FC?, Ook is FA? — AC? = FC?, 
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Derhalve : FIxEFA=FEFA? — AC? 


of FI(FI 4 AI) = (FI + A)? — AQ? 
of EEDE AD 
en AC? — Al? =FI X AI, 


3 \ 1 
derh. 22 — (5 10) — 5 10 XF, waaruit I= 5 10, 
Derk. AR = AL} EI 5010. 
Verder is nu CF == AF? — AC? en en 


Inhoud A AEF == AC Xx CF = 15. 


J. Tr. pr Bruins v. Dn. WAL & VerBoran. 


Andere berekening voor het oppervlak van A DEF. 
Trek GH en zij K het snijpunt van GH en AC. 
CH=GBD=1 Aj 

AK = VAH?— KH? — 15 
Oppervl A AGH: Oppervl. A AEF == AK? : AC? 


Le 112 
Dd ie —_—e ER . 5: 
of 5 X 5: Oppervl. A AEF = (15 ) ‚2 


1 
waaruit Oppervl. A AEF = 15. 
B. A. Timmer; v. Dn. WAL & VERBORGH, 


Tweede oplossing. 


Zij ABCD het vierkant en E en F' 
de middens van AB en BO. De raak- 
lijn in B wordt door de lijnen DE en 
DF gesneden in G en H, terwijl deze 
lijnen den eirkelomtrek snijden in I 
en K. Trekken we nu Bl en BK, 
dan hebben we / DBG — / DBH == 90°, 
ZBDG = /BDH, dus A DBG @2 
A DBH. A DGH is dus gelijkbeenig. 
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1 
2 
DE = VAD? + AE? = 1 (2R? + : R?) = , Ry 10. 


AB == zijde ingeschreven vierkant =—=R1’2. AE => Ri/2, 


LIEB=/ AED en / EIB —=/ EAD —= 90°, derhalve: 


AAEDx» A EIB, dus: DE: EB —= AE: EI 


of ERy/10: zRy2 =S R2: EL; 


waaruit EI == el Rrl0 ne lbeS 2. Eh : Ry 10. 


Verder is A GDB A DIB, waaruit volgt: 
DB : DI =GB:IB, 


2R: (DE + EI) = GB: 5 Ry 10, 


2R:; Ry10 = GB: ;Ri/10 CE 


Inh. A DGB zi GB Xx DB = SR. 


Inh. A DGH =9 A DGB = 5 R2. 


oel DO 


En als R==1 is, is de inhoud van A DGH —= 15 . 


J. B, BAKKER. 


Ook is: TA DGB = 5; BI. DG, dus 
LA DGH = BI. DG = Ry 10. 2Ry 10 


=IgR, en voor RZ=1, 
Î 


TA DGH = Ig. E. B. J. Luirink, 


Derde oplossing. 


Zij ABCD het vierkant, G en H de middens van BC en 
CD, door CG eene raaklijn getrokken; de verlengden van AH 
en AG snijden deze in E en F, 
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A DHA @ A BGA 
(twee zijden « en ingesl, 
L gelijk). 

AC | op EF dusis 
LACE =/ ACF == 90°. 
„ACD =/ ABO == 45° 

dus 


‚HCE = / GOF —=45° 
‚EHC =/ DHA (overst.) ES 
LrGO SBER) dus / EHC —=/ FGC, 


HC = CG, dus zijn de A AHEC en GFC 2, waaruit volgt 
LHEC—=/ GFC. A AFE is bijgevolg gelijkbeenig. 


Verlengen we DC en AF tot ze elkaar snijden in K, dan 
is CK gelijk aan een zijde van het vierkant en KG —= GA, 
Verlengen we ook BF tot deze de lijn CK in Li snijdt, dan 


zien we, dat A GCF =3 AGCK (gelijke basis en hoogte, 
terwijl F het En van A BCK) en daar B GOK 
A AGB (twee zijden en ingesl. /) is ook A GOF == 3 EN AGB. 

En daar de vier AA ADH, AHC, ACG en e5 alle 
even groot zijn (gelijke basis en nae volgt hieruit, dat 
A GCCF = is vierkant ABCD. Na eenige beschouwing van 
de figuur volgt dan dat 

A AFE= (s A ) ABCD = Erick ROD 
12 NTS LD 3 ì 
Inhoud vierkant — 2, dus 


Inhoud geliĳjkb. A AFB = 5 Din ie 


J. F, Sturm. 
1144, Een koopman verzekert eene lading koffie voor f 50000 
en eene lading thee voor f 60000 tegen eene verschil- 
lende premie per mille. Als hij de koffie tegen de premie 
der thee, en de thee tegen de premie der koffie verze- 
kerd had, dan zou hij f 325, di. f 10 minder dan bij 
de eerste verzekering per jaar moeten betalen. Men vraagt 
de premiën per mille te berekenen. AP: 
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Oplossing. 


De koffie wordt verzekerd tegen f 50000, de thee tegen 
f 60000. Hij betaalt volgens opgave f 335. Verwisselt men 
de premiën, dan betaalt hij f 325. De som dier 2 getallen = 
f 660 verkrijgt men ook, als de koffie wordt verzekerd tegen 
de som der bedragen p.m. van koffie en thee en evenzoo de 


thee. Dan verkrijgt men dus voor de som dier bedragen 
660 


Oo 

Booo TC leer 
der thee en de thee tegen die der koffie, dan krijgt men 
10 x de premie der koffie meer, maar 10 maal die der thee 
minder. Dit wordt f 10 minder. 

10 maal de premie per m. der thee is dus f 10 meer dan 
10 maal de premie per m. der koffie. Het verschil dier premiën 
is dus 1°/,… Hare som is 6 °/. 


Verzekert men de koffie tegen de premie 


De premie der koffie is dus 2 Ao) die der thee 3 Slee 


J. B. BAKKER, 
Tweede oplossing. 

Stel de premie der koffie z°/, en die der thee y°/,, dan 
heeft men # en y uit de volgende vergelijkingen op te lossen, 
BOz + 60y — 335 of 300w + 360y — 2010 
5Oy + 602 —=325 of 300z + 250 — 1625 

110y = 385 
: dus y= 9,5 
derh. # = (335 — 60 Xx 3,5) : 50 —= 2,5. 
v.D. War & VerBoren; J. Tu. pe BRUIN; 
E. B.J. Luimrink; B, A. Timmer. 


1145, De waarden van x en y te vinden in de vergelijkingen: 


Biet 240 btk tt 
vd yd dai een 7 Ly? = 303. 
(Eindex. H. B.S. 1875.) | B, M, 
Oplossing. 
eHI 
EEG T ATD 


e= 


gt (et —y*) = 240 
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OE V (a? — 9?) Hv (@? —Y?) — 240 —=0 
1 (5 1 sl 
peers me gn — nd pl Ed 


dus VV (e? —y?) =H 15 en vv (v? —y?) =— 16 
2 —y* =225 en T° —y? = 256 


Maar oe Jy? = 353 zy? == 353 
dus 222 = 578 2x? — 609 
Vi A09 22 = 304,5 
Met 14 vj 1218 
en 225 128 ys 
u? = 64 y= 48,5 
Vats y=. 


Neemt men B positief, dan voldoen de volgende stel- 
Pad 


len waarden voor « en y. 


r=17, — 51218, dat 7S — 1218 


1 
75 gh —v14 8, Hg r14 





Neemt men VE negatief, dan voldoen 


1 
r=—17, 51218, 17, +128 
y= 8, 514 el) 5104 


v. D. War & VeERrBOrGH, 


1146. Tusschen twee plaatsen A en B, waarvan A hooger op 
ligt dan B, zijn twee stoombooten van gelijke kracht in 
de vaart. De overtocht van A naar B geschiedt in 7, die 
van B naar A in 9 uren. Op hetzelfde oogenblik vaart 
eene boot van A naar B, eene andere van B naar A, 
De eerste houdt bij aankomst in B 2 uren stil, vaart 
terug naar A, houdt dan 3 uren stil, vaart weer naar 
B, enz. De andere boot, in A gekomen zijnde, ligt daar 
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Í uur stil, vaart terug naar B, houdt zich daar 2 uren 
op, vaart naar A, enz. Men vraagt, wanneer zij voor 
de eerste maal tegelijk van A zullen vertrekken, en 
wanneer zij voor de eerste maal tegelijk in B zullen 
aankomen ? B. M, 


Oplossing. 


De eerste boot vaart van A naar B in 7 uur, houdt daar 

uren stil, vaart terug naar A in 9 uur, houdt daar 3 uren 
stil en vaart weer terug naar B. Het duurtdus 7 +2 +9 +3 
== 21 uren voor ze weer uit A vertrekt. 

De tweede boot vaart van B naar A in 9 uur, ligt daar 1 
uur stil, vaart van A naar B in 7 uur, houdt daar 2 uur 
stil, vaart terug naar A in 9 uur, houdt weer 1 uur stil en 
vertrekt naar B. Deze boot vertrekt dus iedere 9 J- 1 +7 J- 2 
=— 19 uur van A. 

Als de tweede boot nu na 9 +1 =10 uren voor de eerste 
maal van A vertrekt, is de eerste haar 10 uren voor. *) 
Zullen ze tegelijk van A vertrekken, dan zal het aantal uren, 
waarna dit plaats heeft, een veelvoud van 21 zijn en tevens 
een veelvoud van 19 plus 10. Nu is 21 = 19-voud +2 en 
105 is een 19-voud +5 X2==19-voud +10. Derhalve: 105 
uur na ’t vertrek der eerste boot vertrekken ze tegelijk yan A 
en komen na 105 4-7 = 112 uur tegelijk in B. 

J. B. BAEKER. 


*) Van hier af Anders. 

Omdat de tweede boot de reis in 2 uren minder doet, haalt 
zij de eerste boot op elke heen- en terugreis 2 uren in, Zoo- 
veel malen nu het verschil in tijd of 2 uren in het geheele 
verschil of 10 uren begrepen is, zooveel malen moeten de 
beide booten heen en weer varen, d.i, 5 malen. 

Na de vijfde reis vertrekken zij dus tegelijk uit A. De eerste 
boot begint dan haar zesde reis en de tweede boot haar zesde 
terugreis. Dat gelijktijdig afvaren uit A. geschiedt dus 5 x 21 
uur = 5 X 19 uur + 10 uur == 10ö uur na het begin der eerste 
afvaart, | 

De twee booten varen nu tegelijk van A naar B in 7 uren 
en komen dus na 105 uren +7 uren — 112 uren tegelijk in B aan, 
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Zij liggen beide te B nu 2 uren stil, varen dan tegelijk 
van B naar A af,‚ komen te A weer tegelijk aan, doch dan 
beginnen zij weer te verschillen, dat is dus na 112 J-2 }9 
= 123 uur. 


Tweede oplossing. 


Stel dat de eerste boot om tegelijk met de tweede uit A te 
vertrekken z reizen heen en weer moet doen. Zij houdt dan 
in A en B x maal stil. 

Stel dat de tweede boot y reizen doet van B naar A, dan 
houdt zij y maal stil in A Zij doet dan (y —l) reizen naar 
B en houdt dus (y — 1) maal stil in B. 

Om « en y te bepalen heeft men dus de volgende onbe- 
paalde vergelijking op te lossen. 

le Ha Ie JZ Hy TGD F2 =D) 
of 21e —= 19 —I 
19y —=21r +9 


zapt ED et tp 
En dan is » =19p + 5 


en y= 21lp + 6. 

De kleinste geheele positieve waarden, welke voor z en y 
hieraan voldoen, zijn dus x= en y= 6, zoodat zij gelijk 
uit A na 2e =19y —9 = 105 uur zullen afvaren. 

Zij zullen dan na 112 uur tegelijk te B aankomen. 

Zie verder de eerste oplossing. v. p., War & VERBORGH, 





Stel 


1147, Van eene evenredigheid is het verschil tusschen de som 
der uiterste en die der middelste termen =p, het ver- 
schil tusschen de som der kwadraten van de uiterste en 
die der middelste termen —g en van de derde machten 
der termen op dezelfde wijze genomen =r. Welke is 
die evenredigheid ? 

Ter toepassing neme men p —=3, q = 63, r= 813, 
(Marrus, Mathem, Aufgaben No, 952.) EGER 
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Oplossing. 


Stelt men de evenredigheid a:b=ce:d, 
dan verkrijgt men ad — be...(Ì) 
(a Jd) —(b + C) =p... (2) 
(aì Hd?) — (b* He°)=7...(3) 
(a3 4 d3) — (b° +5) =r...(4) 
Telt men bij (3) op 2ad — 2be = 0 
dan verkrijgt men (a +d)? —(b +c)? =q...(5) 


Het quotient van (5) en (2) geeft a tdj-bje= 5 
en atd—(b Je) =p 


_qgtp? edet 
waaruit rar bez an 
(2) vermenigvuldigd met 3ad = 3be en dit opgeteld bij (4) 
geeft (a H- d)3 —(b H-C)3 = 2adp Jr. 
Deze vergel. ged, door (2) geeft : 


FO F(aHAOHO) HOHO) =3ad He 





(a + d)? — (6 +c)? =g...(5) 
2(a Hd)? + (a Hd) He) =3ad hats 
(a + link rm emer Ganen 0) 
3 (a Jd)? — p(a Hd) adat 
3(p*H Wgh?) gp 
of zp? ED le en Ar (0) 
waaruit ad = LEE es Cd) 


Uit (6) en (7) volgt nu op de gewone wijze 
1 fg vi ee (3q N 
tang Peel =d + _— en ae En mm 
A= Ë tot V3l7 en p) 


1 [g 1 167 3q à 
ilp ttr VElp ( bee 
Voor 5 en c verkrijgt men dezelfde vormen, met verwisse- 


ling van 2 teekens, nl, À — p en 7 Jp. 
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Door toepassing der geg. getallen verkrijgt men 
10:5=4:2, 
VOREE Den 
2:4=5:10 
ofnie 4010, EcrR. 


1148, Welke zijn de waarden der onbekenden in de vergelij- 
‚ kingen: viyz=eruwedu—=o, ye), 
m3 dys J25 US =C. 
(Marrus, Mathem, Aufgaben No. 899.) Ecer, 
Oplossing. 
De vijfde macht van (2) opgeteld bij de vijfde macht van 
(3) en die som verminderd met (4) geef6 
Setu 10234? J 10e? J Smut J 5yte J- 1030? H 104223 
Jyet =zar Jb —C 
of Seu (ew? J- 2*u 2u? J- UI) H- Dye (y3J Wed 22223) 
== ar J- 65 —C...(6) 
Maar uit (2) volgt z3 + 3y?u + 3au? J u3 = a? 
of os J 2otu + 2u? Hu =a® — vu (wv + 4) 
| | == 43 — acu. 
Op dezelfde wijze volgt uit (3): 
ys + 2yte H- 2e? Je 23 == b3 — byz. 
Deze waarden overgebracht in (6), verkrijgt men 
Sxu (a? — azu) J- bye (b3 — bye) == ab Jb Ce « 
of daar volgens (1) eu =yz 


—5 (ab) ye? J-5 (A3 +03) ye za5 Jb —e 





eee 
of iens nh 
ee a ek b | 
ED 1 dtm 
pe=j (0 abJ-b*) Vv d (a? —abtb°) — Bla LD) =p, 
Nu volgt uit yJ-z=z=b 
en Jo Di 
2 


1 
Ys =zlbtr rt =e, 
2 2 2 


1 
vmbo) | nd 


EE ld dn 


nn Bee 
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En uit zd-u=a en eu—=p,. 4 volgt op dezelfde wijze : 


atra? — pj) = se s 





Ujez == 


1 
0 la (a* — 4, …)| jef 
EGER. 

Na herleiding vindt men : 

AR, B(a®-HD2)or | 25( a3+b2)2—20(atb)(as +b5—e) o| 
Pat Vv (a: — 

32 | 2.5 (atb 
Blathb®) Er | 2öa®}b2)*—20a+ba" HD) ) 


pl 3 V (e° Er agt 
aa VAT 2.5(4 +5) 


RR, Bas-Hbe)tr | 25(at-42)t—20(atD(as-+b2—0) | 
=sbks EER 

BD [e— 2.5 (a +5) 
ee Mee 
dn 2.5 (a +5) 


E. B. J. Lurring. 


1149. De afstanden van zeker punt P tot drie der hoekpunten 
van een kwadraat zijn a, b en c. Bereken hieruit de 
zijde van het vierkant. 

‚ Na de berekening stelt men a= 3, bz=4, c=V/11. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben No. 1024.) EcER. 
Oplossing. 





Noem de drie geg. hoekpunten van het kwadraat A, B, C; 
trek op AB en BC de loodlijnen PD en PE; stel verder 
De Vriend der Wiskunde, X, 15 
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AD ='BO =z, PE =y, PD==z; nu is ADsse=y, 
DB=y, BE =e, EC —=e-—-e; nu ontstaan daaruit deze 
8 vergelijkingen : 

(2 —y)? J-22 =a?...(1) yr 22 =b*...(2) 


(wr — 2}? Hy? =Cc?...(9) 





of a — Jay Hy Je =af...(1) 
> mz de? Jy? =C* (3) 
verschil 2x (y —2) == Cc? — 0? 
Cc: — a? 
Vente 
4 ) 
(ce —a°)? 
Vi IES SE 
2y2 +222 = 26? ...(2) 
d (c? —a°)? 
verschil (y J- 2)? = 2 — an 
hann 
of vem —S en | 
ct —d? 
Viane ken Mora 
an IG Nn 
opt. od HV ao — En nel 
sE 
of en zet hamer eer, 


Het verschil van (1) en ei is 
“3 — ay =at —b?. 
De gevonden waarde van 224 hierin overbrengende, ver= 
krijgt men: 


Rin LE ber — Gek een 
| t— : Erf ANA 
EG 
WW 
(a? Hc? —24*)? (c*—a?)? 
EE nn „, (a?He?—2b?)t Ze 
at — (a 4-02?) #2 : ih 5 
NOP Cmt MG 





4 
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EE Bn 


ET ce 
_ : c aje 1 VIe (a? Hc? — 52) — (c2— a°)? 
dus A! a: kc? eV | (area | | 
Stelt men nu a—=3, bz=4, e=v 17, dan is 
z= VEEN =S oft. 


Er zijn dus twee vierkanten, die aan de vraag voldoen ; bij 
het grootste kwadraat ligt P binnen- en bij het kleinste buiten 
het kwadraat. | Eer. 





1050. Welke waarden hebben de onbekenden in de vergelij 


kingen: 
@? Hy?) (@? —y?)= 5168, (22 — 2) (w? J-43) —=1568P 
(Marrvs, Mathem. Aufgaben No. 881.) Eer. 


Oplosstng. 
De geg. vergel. zijn 
25 H03yt — is — YS —=5168 
25 — ry? H-a?y3 — ys —=1568 
de halve som en het halve verschil geeft 
— y° — 3368 en z3y? — ry? — 1800 





of zt Joya yr days yi = Ee my? =s ren CL} 
1800 1800 
Tt ae hakch Neen 
v°y Eede om) 
som 
ee, 
(e* Hay +9) (et +92) = 
5168 __ 5168229? 
3 3 2 En een 
of (a? +97)? Loy (ett) = dl 180p  Velgens (2) 
rr 





P. =_ZaV ry? 516824? 
EIST gt (4 + — 1800 


OET rde 
FME TO Mheen pn 


== 30 9 30 50 fs 
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waaruit ontstaan de twee vergel. 


aarin a rtreln 
Uit de eerste volgt Uit de tweede volgt 
EN en dor EeR 
Ke Bk 30 y Ee MAB 59 
Substitueeren wij 2, in (Î) dan verkrijgen wij 
h 
2 ys X — Zy = 1800 5 y* X— y= 1800 
of —y? = 35 —ys = 5? 
waardoor y= —3 en #=—=ö y= wvz=ì 


ieder dezer wortels vermenigvuldigd met de 5 vij fdemachts- 
wortels uit de eenheid. 

Substitueeren wij #,., in (Ll) dan verkrijgen wij voor ieder 
nog tien wortels: 





EAN Ed vk 

Ate Berts Ak A PE vl 
die ieder nog met de vijf vijfdemachtswortels uit de eenheid 
moeten PEES worden. Eeen, 


Tweede oplossing. 


Stelt men in de geg. vergel. 2 = py, zoo veranderen zij in 
os (l H- p?—p?—p*) = 5168 en z° (l—p* Jp? — p°) = 1568 
of na deeling in elkander 

(Lp? Apt pill pt — pt —p°) = 98: 323 
door toep. der eig.: de som der termen van de le reden staat 


tot hun versch, enz. | 
(1 —p2): p? (1 — p)—= 421 : 225 | 


of LADE DR LO | 
waaruit 225 (p* + En + 225 (p° + p) — seed EE 

1 Aak 1 

Be 
eene wederkeerige vergel, Ln men p + =— 2, dan ver- | 
krijgt men 
646 
zi dz DE Et 


v 


en 


« } 
NT ee 
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646 ‚53 
eV (eran zE 
38 


A in 
Hieruit IES 


of en es 


38 1 68 
pto OET EI 

Bee 
(2 nt dal) 34 1156 — 900 
=nt mn bed sE sen er 
p DEGO et ANT EV 900 ) 
ND AAS Bt DER 5 
EO TO Drie 


Deze vier waarden gesubstitueerd in een der bovenste vergel. 
geven vier waarden voor #5 of 20 waarden voor «, wanneer 
men de vijf vijfdemachtswortels van de eenheid in aanmerking 
neemt; ook 20 waarden voor y door x= py te nemen. 

De antw. zijn natuurlijk dezelfde als bij de le oplossing, 
waarom we ze hier niet herhalen. Ecu. 


1151. AMB is een cirkelquadrant. Op AM en BM worden 
halve cirkels beschreven, die elkander in C snijden. Be- 
wijs, dat A, C en B in één rechte liggen en dat het 
vlak tusschen de bogen AB, BC en AC gelijk is aan 
het vlak tusschen de beide bogen MC, 

(Akte Ex, Wisk. L, O. 1894.) EB, J. Lurrixx. 

Oplossing. 

a) AMB is een cirkelquadrant. Op 
de stralen AM en BM zijn halve cire 
kels ADCGM en BECFM beschreven, 
die elkaar in C snijden. Trekken we 
AC en MC, dan is / ACM recht, 
omdat hij in een halven cirkel staat. 
Trekken we BC, dan is / BCM recht, 
omdat hij in een halven cirkel staat. 
Dus is Z ACM +4 / BCM gelijk aan 

2 rechte hoeken. AC en BC liggen dus in elkaars verlengde, 

zoodat A, C en B in één rechte liggen. 

B. A. Timmer; A. G.p. B; J. Ta. pe Bruin; 
v.D. War & VerBoren; B. B, J. Luirink, 
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Anders. 
a) Noemen we AM—=BM R‚ dan hebben de halve cirkels 


op AM en BM tot straal SE. Richten we op de middens van 
AM en BM loodlijnen op, dan zullen die loodlijnen de lijn 
AB snijden in het midden en dus ieder = E R zijn. Door dat 


midden gaan derhalve ook de cirkelbogen, op AM en BM be- 
schreven. Het punt C ligt dus in de lijn AB. 
J. F. Sturm; J. B, BAKKER. 


b) A AMB is geliĳjkbeenig en rechthoekig in M. Dus is 
ZMAB=/ MBA =45°. Maar dan is ook / AMC == 45° 
en Z BMC =—=45° De AA AMC en BMC zijn dus recht- 
hoekig gelijkbeenig , derhalve AC = MC = BC. | 

Dus is ook bg ADC = bg BEC == bg MFC —= bg MGC, ter- 
wijl de gelijknamige segmenten ADC, BEC, MFC, MGC 
gelijke oppervlakten hebben. 


AM=BM=R, AB ==R|2, dis BO = MC ==. Ry2. 


Dol 


Oppervlak A AMB = , AM x BM = ; R?. 
5 quadrant AMB —= ï  R?, 
dus 4 sogm. ACBH =j # R2— ;R" =zR (ari) 
Oppervlak A BCM = 3 BC x MC =} R*. 
8 halve cirkel MCB = : zR? (de straal = 3 R). 


5 segment MFC —J- segment BEC — 


1 1 1 1 
=grRt Bt =gR (57 1). 
Twee van elk der 4 gelijke segmenten ADC, BEC, MFC 


1 1 
ü == Rt( zr — 
en MGC zijn dus samen =ik (57 ge 


Hot vlak tusschen de beide bogen MO is dus —{ R? (5 zl). 
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We hebben gevonden: 


Oppervlak segm. ACBH = : R? (5 T— 1). 


Dit verminderd met ‚Rt ( ; T— 1) of het oppervlak der 


beide segmenten ADC en BEC, en we vinden dat het vlak 
tusschen de bogen AB, BC en AC ook gelijk is aan 


E R? ( T— 1), dus — het vlak tusschen de beide bogen MC, 


A.G. on. B.; J. B. Bakker; J. F. Sturm; 
J. Tu. pe Bruin; v.D. War & VERBORGE. 


Anders. 


b) Om te bewijzen, dat het vlak AHBECD tusschen de 
bogen AB, AC en BC gelijk is aan het vlak MFCG tusschen 
de beide bogen MC, hebben we slechts aan te toonen , dat 
de beide halve cirkels samen geliĳjk zijn aan het quadrant. 


De halve cirkels zijn gelijk. Hun straal is SR (R = straal 
v. d. cirkel). Hun gezamenlijk oppervlak is dus — 


2 Xr X (5 R)_ 4 


De 3 17 R? == opp. van het quadrant. 


B. A. TrumeR,. 


1152, Ontbind in factoren: 2e? —Owt-err2t1. 
(Akte Ex. Wisk. L. O. 1894.) E. B. J. Lurrixk. 


Oplossing. 
912 7 
4j 2 mms mmm ú 2 en _i 
25 Vedat? (2 5 edz). 
md 1 
Stellen we z? — han de + Er 0. De wortels dezer 


vergelijking zijn De en 3 —1/2, zoodat de vorm 


92 Ô 
De B te ontbinden is in 


Rn 





(sE est 


\ 
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en dus de gegeven vorm in 
3 2 | 
2 (2 — Ees ZE) (e 31/2) — (232) (0312). 


J. Tu. pe dn ; A.G». B.; J.B. Bakker; v.D. War & 
VerBoren; B. A. Tiuuer; E. B. J. Lurvink. 
Anders. | 
2 — Ir du 2 HT —= 
Ee 3 | er — (18 — 2/2) + 14| 


=j Î2e)r— AKK zal ( CEE) ie ( ze) | 





—5| (22 wa a) Ee 


RE 
Ee 
ieder) (ede) 
5 (2642) (3-2) 
=(&—3 1/2) (2 — 3 — 12). B, A, Tramer, 


1153. Iemand, die eene schuld van f 6000, rentende 4 pCt, 
’s jaars , samengestelde interest, te betalen heeft, wil 
kapitaal en interest afdoen in 12 gelijke halfjaarlijksche _ 
termijnen ; hoe groot moet de aflossing zijn ? 

De rente wordt na afloop van ieder half jaar bij het 
kapitaal gevoegd. 
(Akte Ex, Wisk, L. O. 1894.) E. B. J. Lurrixk. 
Oplossing. 
Het geld staat uit tegen 4°/, ’s jaars, dat is 29, per 
half jaar. 
In 12 halve jaren is de schuld aangegroeid tot f 6000 x 1,021?, 
Maar ieder half jaar betaalt men f z af. De eerste f x 
zijn dan na 12 halve jaren f # X 1,0211, de tweede f x zijn 
dan f xXx1,02!? enz, de laatste afbetaling blijft fx. Hij 


betaalt dus in ’t geheel : 


Oe Er 1,0212 1 
11 10 bama Ot EE 
(102114 1,0210 H.H If e= Or X= md 
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Nu moeten we dus hebben: 
1,0212 — 1] 
TA RD 
6000 x 1,021? =# 0,02 
x= 6000 X 1,021? x 0,02 : (1,022 — 1) 
x—=120 Xx 1,021? :(1,0212 — 1). 


Berekening : 
log 1,02 = 0,0086002 log 120 == 2,0791812 
12 log 1,02 — 0,1032024 log 1,02'? = 0,1032024 
1,021? — 1,26824 _ 21823836 


1,0212—1 =0,26824 log (1,021?) = 9,4285235 —10 
log (1,02!2—1) =9,4285235 40 __ iog 2 —2,7538601 


x= 567,362 





d.i. f 567,36 per half jaarlijksche termijn. 
B, A, Timmer; J. B. BAKKER. 
Tweede oplossing. 


Stel dat iedere termijn f x bedraagt. 


Omdat het percent in 1 half jaar 2 is, is de contante 
waarde van de 12 termijnen te zamen: 


L & & 
Ee dna To) B 
& 


= ggn AH LOU 1022 JH 1,021) gld, 
3 


Ae 10212 — 1 
mozTor IT oan int 


ò 50r (1,0212 —1 
Nu is: Oe = 6000, dus 


120 x 1,021? — 
COR Ae en 567,36, 


OL mee 
Iedere termijn bedraagt dus f 567,36. 
v. D. War & VeERBORGH. 
1154, Van welken vorm is de log. gelijk aan : 
a 1Slog. a 45 c log. b — 2 log. d ? 
(Akte Ex, Wisk. L. O, 1894.) E. B. J. Luirink. 
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‘Oplossing. 
Zij x de gevraagde som, dan is 


loge = 3 +3 log ad Sclogb — 2logd 


= log 10% —J- log a + log Ahh log d? 
== log B” 100 + log Bat + log B pie —logd* 
=log ip 100 x 1» a XB be de| 


a B 100 a 5 
d2 


dus » = 5 B 100 ad 


À. G. pn. B; v. p. War & Versoren; B. A. Trimmer; 
J. Tt. pe Bruin ; J. B. BAKKER ; E. B. J. Luirixk. 


= log 


2e 


1155. Bepaal de waarden van # en y uit de vergelijkingen : 


T-y 
| e=2 en # X (0,06) ” — 0,001728. 


(Veeartsenijschool, 1892.) L. K, 
Oplossing. 
un en X 0,06” — 0,001728 = (0,12) 
dus z—=2"? en z “ X(0,06) ”= (0,12)°* — (0,12): 


_(@—y)log 0,12 = log (0,12) = 3 log 12 
dus s—y=3, 


zoodat z=2" "=2=8 en Yzer -3=. 
v.p. War & VerBoren; J.B. Barker; B, A. Trimmer; LK. 


Tweede oplossing. 
Kale] Di 
e=2 en z X (0,06) ° = 0001728 


En loge =log2 loge + (w — y) log 0,06 = log 0,001728. 


L__—_ 


log = (w — 4) log 2. 
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De 5 ‚ dus log + Des Xx log 0,06 — log 0,001728 
(log 2 + log 0,06) log # = log 2 log 0,001728 
(0,30103 — 1,22185) log # — 0,3/103 x (— 2,76246) 
0,92082 log # = 0,30103 X 2,76246. 
log 0,30103 == 9,47861 — 10 


ty 








log 23 log 2,76246 — 0,44129 
se Tog 2 op 
re —y=3 f 9,91990 — 10 
yd. log 0,92082 == 9,96418 — 10 


af 





log log x == 9,95572 — 10 
log # == 0,90306 
Bel. 
E. B. J. Luiting, 
Derde oplossing. 


© rd) 
e=, dus r=2 en log = (2 — y)log 2. 


x X (0,06) * — 0,001728, 
2e. 68.32 
ex (Tr | 108 ” 

log zH(#—y) (log 2log 3—2log 10)=6 log 23 log 3— 6 log 10, 
of, daar we gevonden hebben: log x (w — y) log 2, 
(ze — y) log 2 + (x — Y) (log 2 + log 3 — 2 log 10) = 

= 6 log 2 3log 3 —6log10, 
6 log 2 J- 3 log 3 — 6 log 10 Res 

log 2 Jlog3—2log10  *° 

Deze waarden van z —y gebracht in de vergelijking 


L-y= 


zy 
| Ps, en we vinden: BaZ, #=8, 


en daar #—y=3, 9 =D. v, D. War & VERBORGH, 


1156. In een cirkel met R tot straal een gelijkbeenigen A ABC 
zóó te beschrijven, dat de hoogtelijn AD op de basis 
tweemaal zoo groot is als de basis en de oppervlakte 
van A ABC uit te drukken in functie van den straal R. 
(Toel.-ex, Univ. 1892.) CaDte 
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Oplossing. 


In den gelijkbeenigen A ABC (AB == AC) 
is AD de hoogtelijn op de basis BC, dus 
BD =DC. Daar AD —=2 Xx BC is, en BO 
En 2 MUD, is AD AX CD Sens 
AD? + CD? —=17 CD?, 

Verlengen we AD tot ze cirkel M in E 


snijdt, dan is AC? = AD XxX AE en 
AANGE 10 DAN, 


Hieruit volgt deze constructie: Trek in den gegeven cirkel, 
welks straal R is, eene middellijn AE. 
Omdat AD —=4CD en AE = 4 CD is, is AD = E AE. 


We nemen op de middellijn AE een stuk AD —= ne AE en 


trekken door het punt D eene loodlijn op de middellijn AE, 
die den cirkel in de punten B en C snijdt. Trek verder AB 
en AC, dan is A ABC de gevraagde A. 


Bewijs, Daar de middellijn AE in het punt D loodrecht 
op koorde BC staat, is BD =DC. De rechth. A A BDA en 
CDA zijn congruent, derhalve AB — AC. 


ien kk 2 
BD x DC = AD x DE = AR XT LAES ee zog ARP, dus BD 


—n TAB, en BO =— > AE en bijgevolg AD —= 2 X BO, waar- 
B bewezen is, Rd A ABC aan de vraag voldoet. 


A kn A ABC = 


64 
5 - == 2 
en 1 \pxBo=! 5 Xi XAEX AE oggAP. 
Gegeven is AE —=2R, dus 
opper vl A ABO = ex AR? — oo, R2, 
ER "289 289 


v. D. WAL & Vinne 
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Tweede oplossing. 


Trek twee middellijnen loodrecht op 
elkaar. Pas op een der middellijnen, aan 
beide zijden van het middelpunt M, de 


stukken EM —= FM == 5 R af. Trek uit een 


der uiteinden van de andere middellijn 
lijnen AB en AC door E en F', die den 
cirkel in B en C ontmoeten Verbind B met C, dan is 
A ABO de gevraagde A, want BO: AG =EF:AM=1:2, 


1 
Zij MG =z, dan is AG =R—- x en BO = (R+). 
1 1 
In A BMG is BM? = nes Sh 
Rize dijk + ie atd Rr of 


16R2 == 164? + B j o2 + 2Rz, 
en dus 174? +R —15R? =O, waaruit volgt 
1 
zt Ee gE =0, r=pRof—R 
Als # = —R, is de basis de raaklijn in A, terwijl de top 
ook in A ligt. Er is dan geen driehoek. 


ber = = oE, Te Bn en BO= RE, 1 
16 _ 32 956 
EN el LE * 
\ ABC =| pXnRxnRS= za A 


B. A. Timmer. 
Derde oplossing. 


Constructie. Teeken de middellijn AG, 
en in G de raaklijn EF, en neem EG = 
GF en EF =R. Vereenig E en F met A 
en vereenig de snijpunten B en C, dan is 
A ABC de gevraagde. 


Bewijs. / ABC = bg AC:/ AEG = 


1 (bg ACG — bg BO) of daar LL BAG en GAF gelijk, on dus 
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ook bg BG =bg GC is, is / BE =g (bg ACG— bg 00) = 


Ebe AC =/ ABC, dus BO//EF. Wij hebben dus: 


AG: AD EF: BC of 
2R:AD= R:BC of 


2:1 zAD:BC dus BO = 3 AD. 


Immers A AEF is volgens de constr. gelijkb., en uit BC (/ FF 
volgt ook A ABC geliĳjkb., en gelijkvormig met A AEF. 
Berekening. EG is eene raaklijn, dus we hebben: 
EGY BB X BA .v(t) 
Nu is BA = 1” (EG? + AG?) = 


E 2 2 nn pe 


Na substitutie wordt (1) 


2 


zr —= EB Xx zB of R? = EB Xx 2Ry/17 
rest Ry 17 1 
Gie AN Te Br17, 
Ba AB=5 RI — 7 LReu Te 8 Rrar. 


Wij hebben voorts: AB:AE == AD: ie of 


8 1 
jj Br17 zg kri7 == AD: 2R of 
8 1 
rd AD : 2R of 
16 : 17 == AD : 2R, dus 17AD = 32R, 
zoodat we voor AD vinden ER en dus BO =3 AD = 7 B: 
De inhoud van je A ABC is dus 
4832 256 16 - 
ek s EE 2 en Wel ES 
zuk „B zog Rt of = R) 


J. T. ve Bruin. 


1157, In een cirkel met middelpunt M is AB eene gegeven 
middellijn en C een punt op die middellijn tusschen A 
en M gelegen, De lijn, die CB loodrecht middendoor-_ 
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deelt, snijdt den ecirkelomtrek in D. Op den boog AD 
nu wordt het punt E zoodanig genomen, dat boog ED 
— boog BD. Indien DE de verlengde lijn BA snijdt in 
F, wordt gevraagd te bewijzen, dat: 

AM? = MC Xx MF, 
(Cadettensch. Alkmaar 1894.) D, E, 


Oplossing. 


M is het middelpunt van den cirkel, 
AB eene middellijn, C een punt tusschen 
A en M op AB, G het midden van BC 
DG 1 AB. E is een punt in bg DA, 
zoo genomen, dat bg DE=bgBD. DE 
wordt verlengd tot in F', een punt in het 
verlengde van BA, 
Trek DC en DM en verleng DM tot in het punt H, dat in 
den ecirkelomtrek ligt, dan is bg HA = bg BD == bg DE, dus 
ook bg HA +} bg AE —=bg DE + bg AB of bg HE = bg DA, 


In A DMF is 2 FDM = bg HE = 7 bg DA. 
Daar BG == GC en DG _L BCO, is BD = CD en 
/ DBC = £ DCB (/ DCM). 
L DBC =j bg DA, dus ook L DOM — 5 bg DA. 
In A DMF en A DMC is dus: 
L FDM =/ DOM —; bg DA. 


Beide AA hebben 7 DMF (/ DMC) gemeen. 
Derh. ADMF@ A DMC, waaruit volgt: 
MC:MD==MD: ME of daar MD == AM: 
MC: AM ==AM: ME, 
en AM? = MC x MF. 
v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


In A BOD deelt de hoogtelijn DG de basis middendoor ; 
dus is A BCD gelijkbeenig en / DBC = 4 DCB . . . (1) 


240 


De geliĳjkbeenige AA MDB en MDE hebben de tophoeken 
dus ook de basishoeken gelijk. Derhalve: 


L.BDM—- 7 DBC 4 SE ND 
Uit (1) en (2) volgt nu / EDM —= / DCM. 
Verder is / DMF =/ DMF, Dus A DMF A CMD, 
waaruit volgt: 


MC:MD = MD: MF of 
MC: AM == AM: ME 
AM? = MC Xx ME, 


B. A. Trimmer. 
Derde oplossing. 


Verleng DG tot den omtrek in D', en 
vereenig B, C en E met D', dan is BD = 
CD =CD'= BD dus A BDC 2 A BDO, 
dus / CDD =/ DDB. 
Maar bg BD = bg DE dus 
| _DDB=/ DDE 
derh. LCDD=/ DDE, 
waaruit volgt dat D,C en DE samen vallen, zoodat D', C 
en E in eene rechte liggen. 

Maar BD’ =DE, dus ook bg BD’ —=bg DE dus BD DE, 

Vereenig E met A en B, danis Z AEB —= 90° of AB | BE, 
maar ook MD Ll BE, dus AE// MD. 

Omdat / EDM —=/ BDM, AE// MD, CE// BD en AE | BE 
volgt nu, dat EA de bissectrix is van / CEF en EB die van 
zijn supplement / CED, zoodat CF harmonisch verdeeld is 
door A en B, of dat AB door C en F' harmonisch verdeeld 
is; C en F heeten dan de toegevoegde punten, Omdat M het 
midden is van AB, heeft men volgens eene bekende stelling: 

„Als eene lijn AB harmonisch verdeeld wordt door Cen EF, 
„dan is de helft MA dier lijn middelevenredig tusschen de 
„afstanden van haar midden M tot de toegevoegde punten CG 
„en EF (De Vriend der Wiskunde, 1, bl, 110.) 

Dus MA? = MC, ME, 

D. E, 
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1158, Herleid met gebroken en negatieve exponenten tot de 
eenvoudigste BS 


: ti) 14 4 
BA 5) A/S DO ad pe 
—2 KE 

( 


P 
(are! Beegden d ): (sar: Dena ple) 


en breng daarna de uitkomsten in breuken en wortel- 
vormen over. 
(Hoofdeursus Kampen, 1894.) (Zie blz. 17.) A. Gp. B. 


Op ei 


1 1 p=) n 
È De Ce eten 1 En) nd 
2 
8 3 4 
Ee U —tadte| at ab Se Ve ra Boke dei 
nt NH EN 3 11 
is b6.a lj, dk En es We! ipie ve 


X (1) 
l)/e —1l XW (—1)? 











ZOU ui —l X 


11 BE 
tn WA XW (1)? =e red D= lt 
Be 
ee BSL NN c: Er 4 


v. D. War & VerBoroH. 
(Zie no. 978 bl. 101 en 102 in De Vriend der Wiskunde, IX.) 





(b) 
3 : Tee dE arend 

o7a iT e er gda ijs m(8al2b E) — (da DN k 
Batsg EB apt grip fa tit 


De Vriend der Wiskunde, X. 16 


Ar EN Ln Med Zak eme 
—(3412b 8) + 3410 8x 4a tbh8t(4a 44%) 
Le El 
— atb Et 12835 Ef 160 PE = 
4 i 
a 43 Dé 
Ja X Se +12 +165, 
b4 bt a? 
Tea 1 Â 140 
_ Ja xafb* 12a*bt 16476 
Ee b? b a 
1 
gal Carbo , 12Watbs , 16Wa'b 
EEP RRDS PRET id ORE DFC Iman 


gar arbre + 12ab Prabs + 165 Wat 
Ei ab? RE 
J. Te. ve Bruin; B A. Timmer; vp. Wan & VERBORGH. 


1159. Construeer A ABC, als de zijden AC en BC gegeven 
zijn, terwijl de hoogtelijn CD op AB gelijk is aan AB, 


Oplossing. 


Noem de gegeven zijden p en q. Neem eene willekeurige 
lijn AB en zoek de meetkundige plaats van de punten, waar- 
van de afstanden tot A en B zich verhouden als p en g. 
Beschrijf daartoe uit A en B met stralen, die zich verhouden 
als p en q, cirkelbogen, die elkaar snijden in C. Deel ACB 
middendoor door CD en trek eene lijn in C loodrecht op CD, 
die het verlengde van AB snijdt in E.- Beschrijf op DE als 
middellijn een cirkelomtrek, dan is deze de gevraagde meet- 
kundige plaats. Trek eene lijn evenwijdig AE en daarvan 
verwijderd op een afstand — AB. Deze lijn snijdt de meet- 
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kundige plaats in Hen K. Trek AH en BH, AK en BK, 
dan hebben de AA AHB en AKB de hoogten gelijk aan de 
bases , terwijl de opstaande zijden zich verhouden als p en g, 
Past men nu van uit de toppunten H en K op de opstaande 
zijden van die AA de gegeven zijden p en q af, dan zijn 
A LHM en A NPK klaarblijkelijk AA , die aan het ge- 
vraagde voldoen. 

A.G.».B.; J. Tu. pe Bruin; B. A, Timmer; E‚ B. J, Luiting. 


Tweede oplossing. 
Van A ABC is gegeven : 
BC =a, AC=b en de hoogte CD == 
de zijde AB. 
Zij CD =AB=r, dan is 
AD=Vb? — et en BD—= Va? — 22, 
Daar AD +BD = AB *), is dus 
vb at Varg —= ©. 
Hieruit vindt men achtereenvolgens 
EC 
av (bs —a?) (at —e*)=3rt —a° —b?, 
4 (b2—a?) (a? —r?)= Int} att bt bata? — 6b2224-2a*b?, 
4a2b? ne 4? B 4b2? + gn 
— Ort Hat + Bt — 6a?? —6b?r? + 2a2b?, 
bet — am? — Wx? Hat Jb — abt =0, 


EE ( 2a? a Je 1 (a? ade 0 


’ 


nl eter Alt 5 (a? —b*)’ ĳ 
rik 4,0 on 25 


25 
NAE Vl 12a*b? — 4a* — 4b* | 
Tib aard 25 ì 


ri == a En be Ez v (3a2b? — at —b*), 





Ee v (3atb? —a* 5), 





ee 


ll 
2 


8 


jk a Endt l0 (Basha Ati be). 
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Is 3a°b? (at Jb*, dan is 3a?b? — at —b* negatief en z 
niet te construeeren. Hieruit volgt: 3a4?5?% moet grooter zijn 
dan af + b*, 

Zij 10 (3a°b? —at —b*)=10p? en 5a? 54: =g*, 


ts en 
dan iste Wq? dE 10p?. 


Is q? > 10p?, dan vinden we voor # 2 waarden. 

Is q? < 10p?, dan vindt men voor # maar één waarde. 

Het teeken — voor den geheelen wortelvorm komt niet in 
aanmerking. 

Dus r heeft 2 waarden òf 1 waarde òf geen waarde, die 
te constrveeren is. v. D. War & VERBORGH. 


*) We onderstellen, dat CD binnen den ‚\ ABC valt. Ligt 
de hoogtelijn CD buiten den A ABC, dan heeft men AD — BD 
—AB, of BD —AD == AB, al naar dat D op het verlengde 
van AB of van BA ligt. De oplossing van dit geval zal den 
lezer wel geen moeielijkheid opleveren. 


Derde oplossing. 
2 
In A ABC is CD == zws (s — 4) (s—b) (s—c) 
en atb mPha—b v—add 
@ 2 Ì 2 d 2 Ì 2 


Hieruit is eene vierdemachtsvergelijking af te leiden, welke 
gebracht kan worden onder den vorm 
at 4 pat Q=NV, 
waaruit x kan geconstrueerd worden. 


1160, Bepaal de meetkundige plaats der punten, die men krijgt, 
als men de koorden, die uit een zelfde punt van een 
cirkelomtrek in dien cirkel getrokken zijn, in een wil- 
lekeurige maar standvastige verhouding verdeelt. 
(VersLuys, Meth, $ 52, 9.) 


Oplossing. 


Zij P een punt op den omtrek van den cirkel M‚ PA een 
koorde, welke door het middelpunt gaat en PA, eene andere 
koorde. 
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Als nu PA en PA, in a en a, in eene 
standvastige verhouding verdeeld zijn, zoo- 
dat PazaA =Pa,:a, A, Did, 
dan zijn de punten P, a en a, punten der 
gevraagde meetkundige plaats. 

Uit Pa:aA—=Pa,:a,A, volgt, dat, 
als men a met a, en A met A, vereenigt, 
au, || AA, is. 

Nu is / PA,A == 90°, dus ook / Pa,a —= 90°, Derhalve 
ligt a, op den omtrek van den cirkel, welke Pa tot middel- 
lijn heeft. g | 

De gevraagde meetkundige plaats der punten a en «a, is 
dus een cirkelomtrek , welke op Pa als middellijn beschreven is. 


Tweede oplossing. 


Zijn PA, PB, PC... koorden, die 
uit P in den cirkel ABEP getrokken 
zijn, welke koorden door de punten a, 
b, ec... in de vaste verhouding Pa : PA 
verdeeld zijn. 
Hieruit volgt dat : 
Pa:Po—=PA:PB, dus aí // AB 
Pb:Pce=PB:PC, „ be jl BO 
Pc:Pd=PC:PD, „ cdj} CD 
re OZ, 
zoodat veelhoek PABCD...o veelhoek Pabcd 
Nu is om veelh, PABC... een cirkel beschreven , zoodat 
ook om veelhoek Pabc... een cirkel kan beschreven worden. 
Zij nu PC een middellijn, dan is de meetkundige plaats de 
cirkelomtrek, die Pc tot middellijn heeft. 
J. Ta. pe BRUIN. 


1161. Verdeel op vier verschillende manieren een parallelogram 
in 6 congruente parallelogrammen. 
(Smirs, Mtk. vrgst. 598.) AGD Be 
Oplossing. 
Zij ABCD het parallelogram. 
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1°. Deel zijde BC in 6 gelijke deelen en trek door de deel- 
punten E‚ F, G, H en I de lijnen EE,‚,, FF,, GG,, HH, 
en II, evenwijdig aan zijde AB, dan zijn de 6 daardoor ont- 
stane parallelogrammen congruent. 

go, Deel zijde AB in 6 gelijke deelen en trek door de 
deelpunten lijnen // BC, dan zijn de zes daardoor verkregen 
parallelogrammen congruent. 

30, Deel zijde BC in 3 gelijke deelen en trek door de 
deelpunten lijnen // AB; deel verder zijde AB middendoor 
en trek door dat midden eene lijn // BC, dan ontstaan 6 
parallelogrammen , die congruent zijn. 

49, Deel zijde BC middendoor en trek door dat midden 
eene lijn // AB; deel verder zijde AB in 3 gelijke deelen en 
trek door de deelpunten lijnen evenwijdig aan BC. De 6 
parallelogrammen alzoo verkregen zijn congruent, 

In alle 4 gevallen berust de congruentie der zes parallelo- 
grammen hierop, dat ze 2 opeenvolgende zijden en een hoek 
gelijk hebben, en dus ook alle zijden en alle hoeken. 

E. B.J. Luirink; B. A. Timmer; v.D. War & VERBORGH, 


1162, Wanneer men de middens van de zijden eens willekeu- 
rigen vierhoeks vereenigt, ontstaat een parallelogram, 
Men vraagt dit parallelogram in vier driehoeken te ver- 
deelen , welke congruent zijn met de vier overblijvende 
driehoeken van den gegeven vierhoek, 

(Surrs, Mtk. vrgst. 623.) A. Gp: B: 

Oplossing. 

1) In vierhoek ABCD zijn AC en 
BD de beide diagonalen en B, F, G 
en H respectievelijk de middens der 
zijden AB, BC, CD en DA. Wanneer 
men de punten E,‚ F, G en H met 
elkander vereenigt, ontstaat het paral= 
lelogram EFGH. 

Bewijs. In A ABC zijn E en F' 
de middens der zijden AB en BO, 


dus: EF|AC on EF— AC. 
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Evenzoo is in A ACD GH //AC en GH — AC, derhalve 


EF — en ‚/ HG, waaruit dus volgt, dat vierhoek EFGH 
een parallelogram is. 

2) Het midden P van diagonaal AC verbinden we met de 
punten E‚ F, G en HB, dan is in A BCA PF —=BE — EA 
en PE —=BF —= FC. 

Dus A PEF 2. A BFE, omdat ze de 3 zijden gelijk hebben. 

In A ACD is PG —= AH =—=HD en PH —= CG = GD. 

Dus ook A PFGZ2 A AEH, omdat ze de 3 zijden gelijk 
hebben. | 

Om dezelfde reden is A PEH2 A CFG, evenzoo A PGH 
EA DHO: 

Opmerking. We hadden ook het midden Q van diagonaal 
BD met de punten E,‚ F, G en H kunnen vereenigen, waar- 
door op eene andere wijze aan het vraagstuk voldaan werd. 
Alsdan zou men hebben: 

AQEF@2. ADHG, AQFG2 ACGF, AQGHZ2 A BEE 
en A QHEZ A AEH. v. D. War & VERBORGH. 

De oplossingen van J. Ta. pe Bruin en B. A. Trmer 
komen hiermee overeen. 


1163. De cirkels, die door het hoogtepunt van een driehoek 
en twee van zijn hoekpunten gaan, zijn gelijk aan den 
omgeschreven cirkel des driehoeks. 

(KNAPPER , 623.) J. Tr. pe Bruin. 
Oplossing. | 
Zij M de omgeschreven cirkel om 
ABC, AD LBC, BE_L AC, GE 
AB en H het hoogtepunt. 
Verleng CF tot den cirkelomtrek 
in G en trek GA en GB, dan is 
in vierhoek ACBG 
ACB —=180° —/ AGB 
en in vierhoek ECDH is 
‚ ACB —=180° — / EHD 

dus „AGB =/ EHD =/Z AHB. 

Verder is A AGB 2 A AHB, zoodat de omgeschreven 
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cirkel om A AHB gelijk is aan dien om A AGB, d.i. gelijk 
aan cirkel M. 

Evenzoo blijkt, dat de omgeschreven cirkel, om de A A 
ACH en BCH gelijk zijn aan cirkel M. 

Vergelijk Van BrreeN, Merkwaardige punten en lijnen in 
den vlakken driehoek, bl. 18, 19 en 32.) 


Tweede oplossing. 


H is het hoogtepunt van A ABC! 
AD, BE en CF zijn de hoogtelijnen. 
ZjBO — a, AC ZD ABS 
AH =d en CH —=e. 
Zij de straal van den om A ABC 
beschreven cirkel = R,‚ en de straal 
van den cirkel, die door H, A en C 
gaat, m. a, w. de straal van den om 
A AHC beschreven cirkel = R,, dan is, als 1 de inhoud 
van A ABC en / de inhoud van A AHC voorstelt: 
Rn en ke dus I: es An 
4AR AR, ’ AR AR, 
Vierhoek BFHD heeft 2 rbohte hoeken, nl. / F An LD: 
Dus is / B het supplement van / FHD =/ AHC. Hieruit 

















volgt : IE bende : de. 
Uit deze evenredigheid en de vorige volgt: 
AE edad 
ER Rie 
abede abcde 
LE RR derhalve R=R,. 


De cirkel, die door H, A en C gaat, is dus gelijk aan 
den omgeschreven cirkel van den driehoek. 

Op dezelfde wijze als boven wordt bewezen, dat de cirkel, 
die door H,‚ B en C en de cirkel, die door H, A en B gaat, 
beide gelijk zijn aan den eirkel om A ABC beschreven. 

v. D. War & VeRrBoreH. 

Hiermee stemt overeen de oplossing van J. Tr. pe Bruin. 


Eenige vragen van het mondeling examen Wis- 
kunde L O. 1894, 
Op het mondeling examen hoorden wij de volgende vragen. 
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Stelkunde. 


Schrijf eenige eigenschappen van wortelvormen op. Lees ze 


pq pq 
en bewijs, dat rv” v/a == va. Toon aan, dat die vormen 


p Xgq verschillende waarden kunnen voorstellen. Wat is eene 
reeks? Welke soorten van reeksen kent ge? Wat is eene 
meetkundige reeks ? Wat is de rekenkundige, wat de meetkun- 
dige, en wat de harmonische middelevenredige ? 

Hoe bepaalt ge de som eener meetkundige reeks ? 

n 

Met behulp der formules Bett. enn SE LE 
n te bepalen als a, s, / gegeven zijn. 

Bereken „, als rf, l, s gegeven zijn. 

(Zie: De Vriend der Wiskunde, VI, no. 655.) 

Wat vormen drie opeenvolgende termen van elke reeks ? En 
wat vormen de drie middelevenredigen ? Welke is de grootste 


middelevenredige? Bewijs, dat a” + b' deelbaar is door 
ad-b, wanneer.... Wat is eene vergelijking ? Hoe ver- 
deelt ge ze? Wanneer heet eene vergelijking valsch? Wan- 
neer niet-identiek? Welke methoden kent ge om deze twee 
vergelijkingen 5e + 4y =18 en 2x — 3y —=21l op te lossen ? 
Los deze vergelijking op volgens de methode der onbepaalde 
vermenigvuldigers ? Bewijs, dat de wortels der twee verge: 
lijkingen niet veranderen, als men eene der vergelijkingen ver- 
vangt door de vergelijking, die men verkrijgt, als de over- 
eenkomstige leden der gegeven vergelijkingen worden opgeteld 
of afgetrokken? Ontbind den vorm a? +pr4-q in 2 facto- 
ren. Op hoeveel manier kunt gij dit? Toon aan, dat men 
bij het trekken van den vierkantswortel uit een tweeterm mag 
stellen z J-y=—=aen 2vay=brv Ce. 

Planimetrie. 

Door hoeveel gegevens is een parallelogram bepaald? Van 
een parallelogram zijn de diagonalen en de afstand van een 
paar evenwijdige zijden bekend, econstrueer nu dit parallelo- 
gram ? Door hoeveel gegevens is een veelhoek bepaald ? Zoudt 
ge dan een zeshoek kunnen construeeren, als de diagonalen 
gegeven zijn? Als de zijde van een omgeschreven regelma- 
tigen zeshoek gegeven is, hoe vindt men dan de zijde van den 
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omgeschreven regelmatigen twaalfhoek? Hoe die van den 
ingeschreven regelmatigen zeshoek en hoe die van den inge- 
schreven regelmatigen twaalfhoek? Bewijs, dat om elken 
driehoek een cirkel kan beschreven worden. Bewijs, dat de 
loodlijnen op de middens der zijden elkaar moeten ontmoeten. 
Vindt eene formule voor de straal van den omgeschreven cirkel _ 
van den driehoek. Construeer een driehoek, als gegeven zijn 
twee zijden en een hoek over een dier zijden. Hoeveel drie- 
hoeken voldoen in elk der gevallen aan de gegevens? Ver- 
deel een willekeurige veelhoek door rechten uit een der hoek- 
punten in drie gelijke deelen. Twee punten A en B liggen 
buiten eene rechte, de kortste weg te bepalen van A over 
een punt C der rechte naar B. Bewijs? Op een biljart ligt 
een bal. Hoe moet men dien bal stooten , opdat hij-weer op 
zijn oorspronkelijke plaats terugkome? Bewijs? Bewijs, dat 
de quadraten der koorden, die door de uiteinden van een mid- 
dellijn eens cirkels gaan, evenredig zijn met hare projesties 
op die middellijn. Beschrijf in een gegeven cirkel een regel- 
matigen 15-hoek. Druk de zijden van den 15 hoek in den 
straal van den cirkel uit. Waaraan is de zijde van den in- 
geschreven regelmatigen 10-hoek gelijk? Verdeel eene rechte 
in uiterste en middelste reden en bereken het grootste stuk. 
Hoe berekent ge den inhoud van een koordenvierhoek ? Druk 
de diagonalen van een koordenvierhoek uit in de zijden, Noem 
het theorema van ProrueMmeus en bewijs het. Bepaal de meet- 
kundige plaats der punten, waarvan de vierkanten der afstan- 
den tot twee gegeven punten eene constante som hebben. Doe 
dit ook, als het verschil constant is. Waarbij komt het laatste 
te pas? Wat verstaat men onder de macht van een punt ten 
opzichte van een cirkel? Construeer een cirkel, die door 2 
gegeven punten gaat en een gegeven cirkel aanraakt. Uit de 
hoekpunten van een driehoek en uit zijn zwaartepunt worden 
evenwijdige lijnen getrokken, die eene rechte buiten den drie- 
hoek gelegen snijden. Waaraan is de lijn uit het zwaarte: 
punt getrokken gelijk? En waaraan, als die lijn den driehoek 
snijdt? (Zie: VAN Breen, Merkwaardige punten en lijnen in 
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Twee eigenschappen van den vierhoek 
DOOR 


Dr. JOSEPH GILLET. 
(Oplossing der vraagstukken op ble. 12.) 


Theorema I. 

Men beschouwt een ingeschreven vierhoek en zijn hoogte- 
puntsvierhoek (quadrangle orthocentrique). Bewijs, dat de 
voetpunten der hoogtelijnen in de acht partieele driehoeken *) 
acht bij acht op drie concentrische cirkelomtrekken zijn gelegen. 

*) (Zie blz. 8 wat partiëele A A zijn. 


Wij nemen de volgende lemma als bekend aan. 


Fig 1, 





De rechten AB en A,B, getrokken door de snijpunten M 
en M,‚ van twee cirkels bepalen koorden AA, en BB, , die 
evenwijdig zijn. (Fig. 1.) | 

Dit verondersteld zijnde, 

Fig. 2. zij dan A‚A;A,AÂ, de ge- 

geven vierhoek; H‚H,H,H, 

zijn hoogtepuntsvierhoek 
(quadrangle orthocentrique) ; 
men weet, dat deze figuren 
symmetrisch zijn met betrek- 
king tot het midden M der 
rechte, die de middelpunten 
A en H van hunne omge- 
schreven cirkels verbindt, 


(Fig. 2.) 
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Zijn bovendien a, en a, de voeten der hoogtelijnen uit A, 
en A, in de driehoeken A,A;A, en A,A,A, neergelaten ; 
en a, en a, de voeten der hoogtelijnen uit A, en A, in de 
driehoeken A,‚A,A, en A„A,A,. 

De vierhoeken A‚A,A;A, en A‚A,a,a, zijn beide inge- 
schreven vierhoeken; er volgt nu uit de voorafgaande lemma 
dat a,a, evenwijdig is aan A„A,. Op dezelfde wijze is a,a, 
evenwijdig aan A,A,; de vierhoek a, a,a,a, is dus ingeschreven. 

Het middelpunt van den omgeschreven cirkel om den vier- 
hoek a,a,a;a;, moet te gelijk liggen op de loodlijnen opge- 
richt op de middens der zijden a,a, en a,a;, dat is te zeg- 
gen in het snijpunt der loodlijnen neergelaten uit de punten 
M, en M, middens van A,A, en A,A;, op de overstaande 
zijden van den vierhoek A,A,A,A,. 

Deze cirkel heeft dus het punt M tot middelpunt, middel- 
punt van symmetrie der vierhoeken A,A,A,A,en H‚H.,H,H,; 
hij is dus symmetrische cirkel van zich zelf en bevat bijge- 
volg de punten h,, Ah, h; en h, symmetrisch van a,, a, , 
a, en a, en voetpunten van hoogtelijnen ia de partiëele drie - 
hoeken van H‚H,H,H,. 

Hetzelfde bewijs wordt toegepast op de twee andere groepen 
van acht punten, voeten der andere hoogtelijnen der partiëele 
driehoeken. 


Theorema II. 


In een willekeurigen vierhoek snijden de cirkels van Eurer 
der vier partiëele driehoeken elkaar in één punt, 


Zijn a, b, c‚ d, e en f de middens der vier zijden en 
twee diagonalen van den willekeurigen vierhoek ABCD (Fig 3), 
en beschrijven we de cirkels van Eurer der driehoeken DAB 
en CAD. 

Hunne ecirkelomtrekken. hebben a en M tot gemeenschap- 
pelijke punten; we zullen nu bewijzen, dat de cirkelomtrek 
bef te gelijk door M gaat. 

De verschilende hoeken der figuren geven ons 





M,=M; Mi, CT dn = BiBi = Bi =e00-*) 
De hoeken fab en fcb zijn dus gelijk, hetgeen aantoont , 
dat de cirkelomtrek fcb door M gaat. 
Men bewijst op dezelfde manier, dat het punt M behoort 
tot den cirkelomtrek cde. 


*) Door M,, duiden .we die hoeken aan , welke in de figuur 
met twee streepjes zijn geteekend. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1164—1185. 


1164, Wanneer men eenig getal vermenigvuldigt met het ge- 
tal verkregen door de cijfers in omgekeerde volgorde 
te schrijven, vraagt men uit het gegeven product het 
oorspronkelijke getal af te leiden. Bijv. gegeven pro- 
duct — 878332, Gag 


Oplossing. 


Stel het oorspronkelijke getal 100a + 105 Jc (uit het pro= 

duct blijkt het aantal cijfers), dan is het omgekeerde 
100c + 105 + a. 

produet — 10001ac4-100 (a2 Jb? -c2)4-10105 (a + c)—= 878332. 

De wortel uit. dit product ligt tusschen 100a + 105 + c en 
100e + 105 +-a in, zoodat dus het grootste getal > 937; 
(1878332 > 937 en { 938). 

Het product eindigt op 2, zoodat dus ac kan zijn 1 X2, 
2X6, 4X3, 4XB8, 6X7, 9 X8, men mag echter steeds 


stellen ac = 10p 2 
en dus 10001ac = 100010p + 20002 
dus is 


878332 — 100010p + 100 (a? Jb? ec?) + 10105 (aH-c)H20002 
85833 —=10001lp J10 (a?Hb?+ec?) H1015 (ate) .…..(Ì) 

p kan dus hoogstens 8 zijn, alsdan zou ac = 82 zijn, daar 
echter geen 2 eenheden 82 tot product kunnen hebben, zoo 
zal p { 8 moeten zijn, dus is ac—= 1.2 of 2.6 of 4.3 of 
4.8 of 6.7 of 8.9. 

De waarden ac= 1.2 en 2.6 respectievelijk gevende p == 0 
en p—=l, vervallen, daar men bij substitutie in (1) voor 
zou vinden eene waarde > 10; vestigt men nu de aandacht 
er op dat het grootste gezochte getal > 937 moet zijn, zoo 
blijft er niet anders over dan de waarde ac =8,9 gevende 
p=, alsdan heeft men uit (1) 

85833 — 70007 + 10 (145 + 5?) + 101517 
— 71457 +106? J- 17175 
14876 — 106? + 17175, waaraan voldaan wordt door 
b=8. De getallen zijn dus 988 en 889, 
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2e Voorbeeld. Gegeven product 23632, 
Het kleinste getal alzoo { 1723632 d.i. { 153. 
23632 — 100010p + 100 (a? Jb2He?) J- 1010 (aF-e) 1420002, 
waaruit volgt p—=0, alzoo ac = 2,1. 
23632 — 100 (5 + b?) + 30304 + 20002 
363 —=50 + 105° + 3036, waaruit 5 =|. 
De getallen zijn dus 211 en 112. 


3e Voorbeeld. Stel het gegeven product 36671032, dan is 
het grootste getal > wortel uit product, d‚i. > 6055, daar 
het laatste cijfer een 2 is, moet dus ad (getal voor te stellen 
door 1000a + 1005 + 10e dd) = 1.2, 3.4, 4.8, 6.7 of 
8.9; de beide eerste veronderstellingen vallen, daar anders 
het grootste getal niet zou zijn > 6055, eveneens vervalt 
ad=6.7 of 8.9, daar anders het eerste cijfer van het pro- 
duet minstens een 4 of 7 moest zijn, rest alzoo 4.8. 

Het grootste getal is dus 8000 + 1005 + 10c + 4 
het 2e getal — 4000 + 100c + 105 J- 8 


ee en ni produêk 
32000032 4 100010 (45 + 8c) + 10100 (4e + be + 8b) + 


- 1000 (16 He? H- 5? H64) == 36671032 of 
467100 == 40004 (b—-2e) 41010 (4e + be8b)H100 (80HL* HC?) 
459100: = 40004 (b-2c)J-1010 (4cHbe +8b)H100 (b° Je), 

Blijkbaar is dus & + 2e {11 en niet beide —= 0 


n » „ =l 
nn „ =2 
n » „ =9 

ed 


„ »” 
(volgt reeds uit 4 + 2e < 11) 


Is aan een der lezers eene algemeene oplossing bekend ? 
C. W. 


1165. Gevraagd te bepalen : 
a. een getal faded], zóó dat 4. [avedl = [debal is; 
b. een getal lpgrsl , zóó dat 9 lpgrsl a Ísr-qpl is. 
W. Meijen, 
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Oplossing. 


x= 

Daar 4 Xa {10 moet zijn, kan a slechts 1 of 2 zijn, Nu 
is echter [dcbal een 4-voud, dus a is even. Alzoo moet 
Hs 4 zijn, 


d's 4a, dus d is òf 8 òf 9. Doch 4 Xd moet een veel- 


voud van 10 +2 zijn, derhalve voldoet alleen d == 8. 
We moeten dus hebben: 4 X [2 beël = |s chz/. 
8000 + 4005 + 40e + 32 — 8000 + 100c + 10b +2 
3905 + 30 — 60e 
135 + 1 == 2, 


Daar c { 9 is, kan b alleen —= 1 zijn; 2c is dan = 14 


ORE TE lt 


Uit het voorgaande volgt, dat 2178 het eenige getal is, 
dat aan de opgave voldoet. 4 Xx 2178 —= 8712. 


b) 9 Xfpgrsf= |srgpl. 

Ip moet { 10 zijn, dus p=!. En daar s niet kleiner 
dan 9p kan zijn, is s=9. Dit volgt ook uit de omstandig- 
heid, dat 9s een veelvoud van {0 + 1 moet zijn.) 

Alzoo moet 9 x[1qr9| =|9rgi| zijn, of 

9000 + 900g + Ir J- 81 == 9000 J- 1007 + 10g + 1 of 
890g == 10r — 80, 
dus 89g =r —8. 

Hieraan kan alleen worden voldaan door g =0 en fr =—=8, 

Derhalve is 1089 het eenige getal, dat voldoet aan de op- 
gave. 9.1089 = 9801. 


Opmerkingen. 1) Bij onderzoek blijkt, dat aan de verge- 
lijking « Xlabcd| =|dehaf alleen kan worden voldaan, als 
DN AOL eas HIS 

2) Het getal 1089 vertoont nog eene opmerkelijke bijzon- 
derheid, 
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We hebben n.l.: 


1xX1080==1089 “- 9x 1089 — 9801 
2 X1089 = 2178 8 x 1089 —= 8712 
3 X 1089 — 3267 7 Xx 1089 = 7623 
4 X 1089 == 4356 6 x 1089 = 6534 
5 x 1089 == 5445 5 X 1089 —= 5445. 


De producten van het getal 1089 met twee getallen, welker 
som — 10 is, bestaan dus uit dezelfde cijfers, terwijl de volg- 
orde dezer cijfers in het eene product de omgekeerde is van 
die in het andere. 

3) Getallen van 2 of 3 cijfers, die dezelfde eigenschap be- 
zitten als de getallen 2178 en 1089, zijn er niet, Wel ge- 
tallen van 5 en meer cijfers. 

Zoo vinden we: 

4x 21978 —=87912 en 9 XxX 10989 —= 98901 
Ax 219978 = 879912 en 9 X 109989 —= 989901, enz. 

De getallen 10989, 109989 enz. vertoonen dezelfde bijzon- 

derheid als het getal 1089. W. Meier. 


1166. AP is het kleinste stuk van de in de uiterste en mid- 
delste reden verdeelde lijn AB. Op AP en PB als 
basis worden naar dezelfde zijde, gelijkzijdige A A be- 
schreven en de toppen dier AA Q en R door eene 
rechte lijn vereenigd. Wanneer nu de lijn QR gegeven 
is, vraagt men te construeeren : 
le. de lijn AB en 
2e. een vierkant, dat evenveel inhoud heeft als A PQR. 
(Ex. Hoofdeursus opleiding Officier 1893.) A.G.p. B. 


Oplossing. 


Het punt P verdeelt de lijn AB in de 
uiterste en middelste reden, AP is het 
kleinste stuk en PB het grootste. Op 
AP en PB als basis worden naar de- 
zelfde zijde gelijkzijdige A A beschreven 
en de toppen Q en R dier AA door 
eene rechte lijn QR verbonden. 

De Vriend der Wiskunde. X. 17 
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1°) Gegeven is QR= 4. 
Stel AB = z, dan is AP = en BP = 
We laten uit Q de loodlijn QC op PR neer, dan is, omdat 
/ QPC = 180° — (4 APQ + / BPR) =60° is, PC =3 Pd. 


In A PQR heeft men : 
RQ? = PQ? + PR? —2PR x PC = PQ? + PR? _ PQ Xx PR, 
HUIS dee 


xr (3— ek Ee AE _ 265), 2-15) 


2 2 4 








2 
ORD 6 — WD —8 +45 
_—_ 3 en Een 
Pk Dern 4 ) of 
at zat (1 —3V 5), waaruit 
a? a (7 + 3r/5) 
SAP en Eh 
AB: == En 7 ‚ dus 
a 3210 a (32-10) 


q 
AB=EV (UHB == ; 


Met behulp van rechth. driehoeken kunnen we de lijnen 
sar/2 en ay” 10 construeeren. 

De hypotenusa van den geliĳkbeenigen rechthoekigen A ; 
waarvan de beenen gelijk aan 34 zijn, heeft eene lengte — 3ar”2. 

De hypotenusa van een rechth. driehoek, waarvan de recht- 
hoekszijden 34 en a zijn , heeft eene lengte —= ar”10. | 

Nemen we het 4de deel van de som der beide genoemde 
hypotenusa’s, dan hebben we AB geconstrueerd. 

Ke _ (35) _ 3d, a(3v 210) ar2 
DEE RT Ea en 
pp E20) ar el IO), 

4 2 4 
De AA QPR en APQ hebben een hoek van 60° geliĳk, dus 
1AGQPR:IA APQ=PQ xPR: PQ xPA=Z=PR: PA 
_alw2t v10) ge 
4 














= (vi 4/10): 2/2 


avè\? 
(& ) ) Sl _ «y3 
4 hie TORE 





mi Pd ZAP: bh 
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atw3 EED rA0 _ a? W3HW/15) 
8 2/2 Eh 16 
Stel de zijde van het vierkant, dat evenveel inhoud heeft 
als A QPR=g, dan is 
2 ì 
Aes Ee en y= We (av 3 + av/15). 


We eonstrueeren eene lijn p = av 3, eene lijn gq=av1ö, 


dus Inh. A QPR = 





vervolgens eene lijn r =p Jg, dan eene lijn s Zit en con- 


strueeren de meetkundig middelevenr. tusschen r en s, dan is 
die meetk. middelevenr. = de zijde van het kwadraat, dat 
evenveel inhoud heeft als A QPR. De zijde van dat kwadraat 
bekend zijnde, is dat kwadraat gemakkelijk te construeceren, 
v. D. War & VERBORGE. 
Tweede oplossing. 


41°) Verdeel QR door S in uiterste 
en middelste reden en maak haar tot 
koorde van een cirkelsegment, dat 60° 
bevat. Deel boog QRM middendoor 
en trek door het deelpunt en door S 
eene lijn, die den cirkel QMR in P 
snijdt. Verbind P met Q en R,‚ dan 
is in A QPR: 

PQ __Q$ 


PR SSR (PS is de bissectrix van / QPR) ....(I) 


Beschrijf op PQ en PR gelijkzijdige AA APQ en BPR. 
AP en BP liggen in elkaars verlengde, daar alle // — 60° 
zijn. Nu is AP — PQ en BP —= PR, dus, volgens (L) 
AP QS 
PB SR 
verdeeld. AB is hiermee geconstrueerd. 


of: AB wordt door P in uiterste en middelste reden 


29) Om een vierkant te beschrijven, dat evenveel inhoud 
heeft als A PQR, zoeken we de meetkundig middelevenredige 
tusschen QR en de halve hoogte van A PQR (de hoogtelijn 
op QR); dan is die middelevenredige de zijde van het ge- 
vraagde vierkant. G. H. BARNEVELD. 

Hiermee komt overeen de oplossing van A, G. p. B, 
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1167. In een gegeven driehoek trekt men uit één der hoek- 
punten eene lijn, die de overstaande zijde middendoor 
deelt, en uit een ander hoekpunt eene lijn, die den 
hoek middendoor deelt. Hoever ligt het snijpunt dier 
lijnen van de basis verwijderd ? 

(Ex. Adelborst 1892.) A.G. D. B. 


Oplossing. 


In een A kan men elke zijde als basis beschouwen. 
a) In A ABC nemen we AB als basis aan. 


In A ABC deelt CD de basis AB 
‘ middendoor, terwijl AE den hoek CAB 
‘halveert. 
S is het snijpunt van CD en AE. 
Gevraagd wordt SF, d.i de afstand 
van het snijpunt, S tot de basis AB 
ZiFCE 4. CAS Diens AD Sen 


dan is AD =BD=z. 
In A ACD deelt AS den / A middendoor, waaruit volgt 
CS:DS = AC: AD of CS: DS =b:3 of CS: DS = 21e. 


Cz 
2b +0 
SF | AB en CGL AB. CG is de hoogte van den A ABC. 


Zij CS + DS of CD =z, dan is DS = 


Noemen we die hoogte ho 


In A DCG hebben we nu: DS :DC=SF:CG of 
Cz 4 
pe —= SF: h, waaruit 
ch 
c 


bre 





Des Daar A de hoogte en c de basisis van A ABC, 


is he == 2 maal den inhoud van A ABC. 


2V's(s — a) (s — b) (s — Cc) 


Dus is SF = ren 
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b) Beschouwen we BO als basis. Trek- 
ken we SH//AK|/DL 1 BC, dan moet 
SH berekend worden. 

Zij AK = h» dan is, omdat AD = BD, 


4 
Dis 5 hr 
We vonden boven in a) dat CS: DS = 2b: c 
waaruit (CS + DS): (25 Jc) = CS : 2b 
waarin CSA DS=CD=z, dus 2: (2 + ERO: 25 
, ea 2bz 
waaruit CS == Pi 
In A CDL is CS:CD = SH: DL 
2bz L 
2 C . Z Eannnad SH . 5 he 
bh, 
dus SHS RS 


c) Beschouwen we AC als basis. Trek- 
ken we SM, BN en DO alle drie lood- 
recht op AC, dan moet SM be 


worden. Zij BN = h,, dan is DO = 5 sh 


Verder hebben we CS: CD = SM: DO. 
We vonden in a) CS:DS—=?2b :e 
(CS + DS) : (25 + €) = CS: 25 
CD: (Qb Jc) =CS: 2 
CS:CD =2b: (2b +-c). 
In A CDO is CS:CD=SM:DO = 20 :(2b Jc) 
1 
SM : 5 hj, =2b:(2b 4-0) 
bh 
b 
SM = Ts 
yv, D. WaL & VERBORGH. 


1168, Een vierhoek te beschrijven, welke vier gegeven rechten 
tot zijden heeft, en waarvan de inhoud 
a) gelijk is aan een gegeven vierkant , 
b) zoo groot mogelijk is. 
(KNAPPER, no. 800.) AGD, B. 
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Oplossing. 


Zij ABCD de ge- 
vraagde vierhoek, waar- 
van AB =a, BC —=b, 
CD =e en AD =d de 
gegeven zijden zijn en 
de inhoud gelijk is aan 
een vierkant, welks zijde 
—= pis. Trek de dia- 
gonaal AC, CE | AD, 
CF | AB, stol CF = z 
en BF —=y, dan is 

vierhoek ABCD = 

A ABC + A ACD 
of Dir 


SAB.CF +3 AD.CE 


of 2p? =artd.CH. 
In A CDE is CE —=r (CD? — DE?) = 1 (c* — DE?) 
dus 2p° =arddrv (ec? —DE*) 
2p2 —ar=drv (ct — DE?) 
(2p* — av)? = cd? —d?.DE? 
of d2 „DE? — c?d* — (2p? — ax)? 
V jerer — apt — a) 
en DES TE 
In A ABC is AC? —=AB? + BC? + 2AB,BF 
„ AADC „, AC?=AD? H CD? + 2AD.DE 
dus AB? + BC? + 2AB.BF = AD? + CD? J 2AD.DE 
of a? Hb? Jay =d? He? J 2d. DE 
2d .DE == 2ay Ha? Jb? — (ec? Jd?) 


ay — ; (c2 Hd? — a?— B?) 
DE (2) 


d 
Uit (1) en (2) volgt nu dat 
ay He Jd? — arj Vera — (2p? — ax)? í.. (3) 
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Construeeren we nu op de zijde AB — a met de gegeven 
zijden een tweeden vierhoek ABCD’, waarin / D recht is en 
trekken daarin de diagonaal AC’, Trek CG AB en stel 
BG =g. Men heeft nu 

in A ABC’ AC'?= AB?BC'?J2AB.BG = 4°Jb°J-249 
enin A ACD’ AC?=CD'? AD? Sc? Jd? 
dus a? Jb? +2ag =et Jd? of 2ag=e? Jd? — a? —b* 


en per Hdt arb). Un (4) 


zoodat na substitutie van (4) in (3) 





ay —aq=aly —g) = jet? — (2p* — aa)’ 





of a? (y —g)? =ec?d? — (2p° — ax)? 
2p° 3 cd? cd 2 
Ee) or =() 


Verleng de loodlijn C'G door G met GH gelijk aan de 
vierde evenredige tot a, p en 2p, dan is 


De 
ar 5 Trek CH en CI.t GH, dan is 


2p? 
Be GHEOT0H CH, 
CI=GF=BF — BG = 4 —g, derhalve 
2 2 2 
CH? = HI? + CP = Ke —e) +w-p=(E) 


a 
d S 8 
dus CH = = — de vierde evenredige tot a, c en d. 

Uit het voorgaande leiden we nu de volgende constructie af. 
Construeer met de gegeven zijden een vierhoek ABC'D' recht- 
hoekig in D, trek C'G | AB, verleng C'G met GH = 

ne 

Ee beschrijf uit H met HC = en uit B met BC =b als 
stralen cirkelboogjes, welke elkaar in C, en C, snijden. Be- 
schrijf verder uit C‚ en C, met CD =c en uit A met AD =d 
als stralen cirkelboogjes, welke elkaar in D, en D, snijden, 
dan zijn A,‚B,C, en D, en A, B, C, en D, de hoekpunten 
van twee vierhoeken ABC,D, en ABC,D,, welke aan de 
vraag voldoen. 

Bij het opschrijven der vergelijkingen is ondersteld, dat de 
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LABC, Z ADC en / ABC’ stomp waren. Waren een of meer 
dezer hoeken scherp, dan zou een of zouden meer der seg- 
menten DE,BF —=/ en BG —=g van teeken veranderen’, doch 
steeds zou dezelfde constructie verkregen zijn. 

Als a d-b {vr (c? J-d?), zou men met deze gegevens geen 
vierhoek ABCD’ kunnen econstrueeren met een rechten Zed 
Doch dan zou men twee andere op elkaar volgende zijden 
moeten nemen, welke een rechten hoek moeten insluiten, het- 
geen altijd kan, dewijl in een vierhoek met scheeve hoeken 
minstens een hoek stomp is, zoodat door draaiing der zijden 
van den vierhoek om zijne hoekpunten de stompe hoek recht 
kan worden. 

Als een der snijpunten C aan de andere zijde van AB lag 
dan H ligt, wat zal plaats hebben, als p? klein genoeg ge- 
geven is, dan wordt # negatief, dus ook Inhoud A ABC 
negatief. Doch dan wordt de som van A ADC en A ABC 8 
vervangen door hun verschil, zoodat men dan een vierhoek 
ABCD bekomt, waarvan / B inspringend is. 

Ingeval de cirkelbogen uit B en H beschreven elkaar niet 
snijden en ook niet raken, dan is de constructie onmogelijk. 
Dit zal zoo zijn, wanneer p? te groot genomen is. 

De vierhoek zal zoo groot mogelijk zijn, als p? zijne grootste 
waarde heeft, die hij hebben kan. Dan zullen de cirkelboogjes 
uit B en H beschreven elkaar in één punt C raken , dat dan 
het derde hoekpunt van den gevraagden vierhoek zal zijn. 

Als dit plaats vindt, dan moet 

BH = BC JCH =| (BG? JGH?) zijn 





ede 2p2 is 
à tE VIE) +e/ 
aj Sbed, CHAR os Apt 
b le A2 me RAGS 


at b° + Zabed He? d? =4p* +atg! 
4 pt =(ab + ed)® — (aq)? 
— (ab + cd) —i (er Hd — ar bt) 
16 pt = 4 (ab + cd)? — (c° Jd? — q2— b2)? 


= 12 (ab Hed) + (e? Jd? — a? — b°)| 
12 (ab + ed) — (c? Jd? — a? —b2)| 
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== (e+ d)? —(a —b)? | f(a Jb)? — (ec —d)? | 
=(e dd —a tb) (e Jd + a—b) (a +5 —e Hd) 
(added) 
Stellen we nu a Jb Jc J- d—=2s, dan heeft men 
pr =v (s—a)(s — b) (s — 0) (s —d) 
== Inhoud vierhoek, welke in een cirkel beschreven is. 
De grootste vierhoek, welke men met de gegeven zijden kan 
construeeren, is dus die, waarom een cirkel beschreven kan 
worden, 


1169. Als een cirkel twee andere cirkels raakt, liggen de 
raakpunten met één van de geliĳjkvormigheidspunten 
der laatstgenoemde cirkels in één rechte. 

(KrarPeR, Vrgst. 481.) Arona: 


Oplossing. 


Als een cirkel O twee andere cirkels M en N respectievelijk 
in A en B raakt, kunnen we drie gevallen onderscheiden. 

a) O kan M en N uitwendig, 

b) O „ M uitwendig en N inwendig, 

c)O „ M en N inwendig raken. 


a) Trek MAO en NBO; verbind A met B en verleng 
die lijn tot zij MN in Q ontmoet, dan moet Q een geliĳk- 
vormigheidspunt zijn. Zij C het snijpunt van AB met cirkel M, 
Trek MC, dan is 

ZL MCA =/ MAC ==/ OAB =/ OBA =/ NBQ 

derh is MC//NB, zoodat A MCQoo A NBQ en 

QM:QN=QC:HQB == MC: NB 
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d i. de afstanden van het punt Q tot do middelpunten M en N 
verhouden zich als de stralen MC en NB der 2 cirkels M en N. 
Het punt Q is dus een gelijkvormigheidspunt der beide cir- 
kels M en N. 
b. Trek AMO en NBO, AB en MN. 
Zij Q het snijpunt van MN en AB. Ver- 
eenig M met C dan is 
L OBA =/ OAB =/ MCA, 
dus MC (/ OB, derh. 
AMCQo A NBQ, 
waaruit volgt 
QM:QN=QC:QB == MC: NB 

zoodat Q een gelijkvormigheidspunt is der beide cirkels M en N. 


c. Trek AMO, BNO, MC, AB en MN, 
Zij Q het snijpunt van AB en MN. 
Nu is ’ 
ZOAB == OBA ZEMGAS 
dus MC//OB en A MCQ@ A NBQ 
QM :QN=QC:QB == MC: NB 
en Q een geliĳkvormigheidspunt der cir- 
kels M en N. 


1170. Van een koordenvierh. worden de zijden a,b,c en d 
verlengd , tot ze elkaar twee aan twee snijden, Bereken 
de afstanden der snijp. tot de hoekpunten, alsmede den 
afstand der beide snijpunten. J. Tr. pe BRUIN. 
(KrarPerR, IT, 631, zie ook no. 699.) 


Oplossing. 


Zij ABCD een koordenvierhoek, 
waarvan de verlengde zijden DA en 
CB elkaar in E‚ AB en DC elkaar 
in F snijden. 

Stel AD =a, AB=b," BOS 
CD=d, BE ==, CH An 
BE == v, dan moeten AE, DE, BE, 
CE, AF, BF, CF, DF en EF bere- 
kend worden, 
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Dewijl 4D —=/CBF = 180° —/ ABC, EF =/F is 
AAFDmo ACFB, dus 
ARN ECE DEES :BE-==AD: BC 
of (bFe):y =(dty):r = ate 
dus c(bH-r)=ay en Aen 





waaruit acd + be? 8 ce =ar 
dJ- 
en Res heen eK ALE 
wh iS „elad + be) _ a (ah Hed) 
en ne An EEn . (2) 
5 We Seb e) eo (abd ed) 
Verder is CE=ZY= TS are Orte 
a (be + ad) 
DF =d-y= Cie eV eerd EMR 
BDD ABE =180° —/ ABC is A CDE A ABE, 
dus AU ents 0 Be 2 AR CD 2AB 
of (atz):v =(ed-o):2 = d:b 
dus b(lad-2)=dv en b(etv)=de 
_ blake) bla) 
nb Ven b er =d 
waaruit bed + ab? H-b?z == d?z 
b(ab + ed) 
en AN En deren) 
d (ad —- be) 
DE — a Jz ED Ne EO 
e b(ad-z)__ b(ad + be) 
OE ET TE e ° . (7) 
_ d(ab + cd) 
CE ze dv Eet ned (8) 


Berekening van EF. 


Trek BG zóó, dat / EBG —= / CFE, dan is A EBG » 
A EFC, dus EB: EF = EG: EC of EB.EC = EG. EF. . (9) 
Dewijl / BGF — 180° — / EGB —= 180° — / ECF == / DCB 
=Z EAF en / AFE =/ BFG is A FBG A FEA, dus 
f FB:EF SFG:EA.of FG;EF =EA.,EFB. …. (10) 
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Uit (9) en (10) volgt 
EG.EF + FG.EF—=EB. EC JFA.FB 
of (EG + FG) EF —=EF? —= EB.EC 4 FA.FB .. (11) 


en Breet) tee td 
waarin de waarden voor w (1) en v (7) te substitueeren zijn. 
Eene eenvoudige formule geeft dit niet. Men vindt 
b(behad) d(ab+ed e (adt-be) a (abd-ed) 
EE 

We An in (11) dat EF? — EB. EC + FA. ‚FB. 

Nu zijn EB EC en FA,FB gelijk aan de vierkanten op de 
raaklijnen uit E en F aan den omgeschreven cirkel van den 
koordenvierhoek getrokken , zoodat men (11) aldus kan lezen: 

Als men de overstaande zijden van een koordenvierhoek ver- 
lengt, tot ze elkaar snijden, is het vierkant op de rechte, 
die deze snijpunten verbindt, gelijk aan de som van de vier- 
kanten op de beide raaklijnen, wit de snijpunten aan den 
cirkel getrokken. 

Hiermee is tegelijk Krarper no. 699 bewezen. 





Anders. 


Men kan EF ook berekenen door toepassing van het theorema 
van EuLeRrR en STEWART, 
In A AEF heeft men 
AB. EF? + BF, AE? —= AF (BE? J AB. BF) 
Te EF: — AF (BE? + AB.BF) — AB. EF? 
BF 
waaruit nu EF te berekenen is. v. D. War & VeERrBGROH. 


Als men de diagonalen AC en BD trekt is A ACF wo A DBE. 
(gelijkhoekig), dus 
AC:BD == CE: BE. Stel AC elen BDS f, 
dan is Bf SE ed end ne ET en 
Ook is A BCF A ADF, dus 
AF : AD =CF : BC 
(bHE) COMES JC Pe ES ER 


Uit (D) en (II) volgt nu y= zin ze 
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dat #=—= EL Doch hierin moet de diagonaal 
f= Ne + ed) (ad J- be) 
ac + bd 


gesubstitueerd worden. 
Op dezelfde wijze kan men de overige afstanden berekenen. 
P. SrsBLes. 


1171. Construeer een geliĳkbeenigen driehoek, waarvan de 
tophoek en de som van de basis en de hoogte gege- 
ven zijn. 

(Smirs, Mtk. Vrgst. 417.) AO rr Be 


Oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde gelijkbeenige 
A, CD de hoogte en CE gelijk aan de 
som van basis en hoogte, dus = 

CD + AB. 

Zij verder EB getrokken. 

Trekken we ab |/ AB, dan is A abQ 
m A ABO. Zij Cd de hoogte van A abC. 
Nemen we nu op het verlengde van Cd 
een stuk de = ab, dan is Ce == Cd + ab 
== de som van basis en hoogte van den 
gelijkbeenigen A abC. 

We hebben nu: 

Cd: CD = ab: AB, waaruit 
(Cd + ab): (CD + AB) = Cd: CD 
of Ce: CE OCE 

Daar we ook hebben Ch:CB =— Cd: CD 
en A eCh en A ECB den / ech gemeen hebben, is A eCb 
A ECB. 

Uit-het bovenstaande volgt de constructie: 

Construeer een gelijkbeenigen A aCb, die den gegeven top- 
hoek C bevat. Trek de hoogtelijn Cd en verleng Cd tot in 
e,‚ zoodat Ce = Cd + ab wordt. Verbind daarna e met b. 
Verleng Cd vervolgens tot in E,‚ zoodat CE gelijk de gegeven 
som van basis en hoogte van den gevraagden A is. 
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Trek EB / eb, verleng Cb zoover tot A CEB ontstaat. 

Nu is ACEBw A Ceb. Trek BA // ba en verleng Ca 
tot het verlengde van Ca de lijn BA in A ontmoet, dan is 
A ABC de gevraagde. 

Uit de gelijkvormigheid toeh van de A A Ceb en CEB volgt: 
Ce: CE = Cb: CB. Uit de evenwijdigheid van ah en AB volgt: 
ab:AB=Ch:CB. Uit deze twee evenredigheden volgt: 

Ce: CE =ab:AB, of daar Ce == Cd Jab is. 
(ed Jab): (CD + DE) = ab: AB, waaruit 
cd:(CD + DE — AB) =z=ab: AB. Ook heb- 
ben we cd: CD == db HAD. 

Derhalve moet DE —AB—=0 of DE = AB zijn. A ABC 
is dus de gevraagde, omdat hij den gegeven tophoek heeft en 
CD + AB gelijk is aan de gegeven som van basis en hoogte (CE). 

v. D. War & VERBORGH., 

Hiermee stemt overeen de oplossing van P. SrBBLES. 


Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde A, BG == de 
hoogte, AC == de basis, BF == de som van 
basis en hoogte, en / B — den gegeven hoek. 

Dan is GF == 2XxGC dus / GFC te con- 
strueeren. 

Hieruit leiden we de volgende constructie af, 

Constructie. Beschrijf een gelijkbeenigen 
A DBE, waarvan gegeven de tophoek B en 

de hoogte BF; / CFG vinden we door een rec:th. A te 
construeeren , waarvan de rechthoekszijden zich verhouden als 
1:2. Trekken we nu uit F de rechten FC en FA zoo, da 
LCFG en / AFG gelijk zijn aan den zooeven gevonden hoek, 
dan zijn A, C en B de hoekpunten van den driehoek. 

G. H. BARNEVELD. 


1172, Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan ge- 
geven zijn een scherpe hoek en het verschil tusschen 
de schuine zijde en de hoogtelijn op die zijde. 

(Surrs, Mtk, Vrgst. 421.) A.G. D B. 


271 
Oplossing. 


Construeer een rechthoekigen A van willekeurige grootte, 
maar waarvan een der scherpe hoeken == is aan den gegeven 
scherpen hoek, dan is deze A wm met den gevraagden A. 
Bepaal in den eersten A het verschil tusschen de hypotenusa 
en de loodlijn uit het hoekpunt van den rechten hoek op de 
hypotenusa. Laat dit verschil == q zijn. 

Het verschil van de hypotenusa en de hoogtelijn op de 


hypotenusa van den gevraagden == p zijnde, heeft men 
op grond der gelijkvormigheid van de 2 AA 
hypotenusa le A ete 





hypotenusa gevraagde A — p’ 
zoodat de hypotenusa van den gevraagden A de 4de even- 
redige is tot q, de hypotenusa van den eerst geconstrueerdeu 
A en p. 

Daar nu van den gevraagden rechthoekigen A de hypote- 
nusa en een scherpe hoek bekend zijn, kan men dien A ge- 


makkelijk construeeren. v. D. War & VeERBORGH. 
Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde 

A, BC de hypothenusa, 

AD de loodlijn op de hyp. 

en BE het verschil van BC 

en AD. Nu is gegeven BE 

en Z B, dus / C = 90°—/ B 

en / DAC == / B. We kun- 

nen nu een rechth. A GHI 

eonstrueeren , waarvan de scherpe hoeken —= / DAC en / C 

zijn. Verlengen we IH tot K,‚ zoodat IK = GH wordt, en 

trekken we in G eene loodlijn GL op GI dan zal, wauneer 

K met QG verbonden wordt, / KGL == / BAE zijn. We heb- 

ben dus te econstrueeren een A ABE met de gegevens BE, 

ZB en / BAB. Trekken we in A eene loodlijn AC op AB 

en verlengen we Bl tot ze deze loodlijn in C snijdt, dan 
ontstaat de gevraagde rechthoekige A ABC. 

G, H. BARNEVELD, 
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1173. Evenwijdig aan eene gegeven lijn, eene lijn te trek- 
ken, die de overstaande zijden van een vierhoek in 
dezelfde verhoudingen verdeelt. 

(PeETERSEN, 167.) J. Murren, 
Oplosstng. Í 

Zij ABCD de gegeven vierhoek en XY _ 
de gegeven lijn. Trek AE // BC en CE // AB, _ 
dan is ABCE een parallelogram; verbind 

D met E. Verleng AB tot zij XY in I_ 

ontmoet, verleng EC tot EG-—= AI wordt 

en trek IG, dan is AEGI een parallelo- 

gram. Trek GK |// ED tot zij XY in K_ 

ontmoet en KL // GE tot zij CD in L ontmoet. Trek LF // KG 

tot zij EG in F ontmoet, dan is GKLF' een parallelogram | 
en FH // AE tot zij AB in H ontmoet, dan is BCFH een 

parallelogram. Trek HL, dan is deze de gevraagde Ji i 

Omdat KL = GF —= IH is HL CH 

In A CDE is LF // DE, dus « CL:LD=CH: FE, 
maar CF = BH en FE =HA, dus CL: LD =BH: HA. 
' G. H‚ BARNEVELD. 

1174. Men geeft een punt B en twee evenwijdige lijnen, 
waarvan er eene door een punt A gaat. Men vraagt 
door A en B twee andere evenwijdige lijnen te trekken, 
die met de beide eerste vormen : 
1°, eene ruit; 

20. een parallellogram met gegeven omtrek ; 
38°, een parallelogram, waarvan de verhouding der 
zijden gegeven is. 
(PererSEN , 169.) J. MuLrer. 
Oplossing. | 
Gegeven 2 evenwijdige lijnen 
PQ en MN, een willekeurig punt 
B en een willekeurig punt A in 
„de lijn MN. 
Gevraagd: a. door A en B 
twee andere evenwijdige lijnen te _ 
trekken , die met de beide eerste 3 
vormen ; eene ruit, 
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Met eenen straal — den afstand van de evenwijdige lijnen 
PQ en MN beschrijven we uit A eenen cirkel en trekken uit 
het punt B raaklijnen BR en BR, aan dien cirkel, welke de 
evenwijdige lijnen PQ en MN in de punten Cen D en Een F 
snijden. Trekken we nu uit A eene lijn // BR, die PQ in G 
snijdt en uit A eene lijn // BR,, die PQ in H snijdt, dan 
zijn de vierhoeken ADCG en AFEH ruiten, welke aan de 
vraag voldoen. 
ks Bewijs. Uit de evenwijdigheid van QG en DA en uit die 
van AG en DC volgt, dat vierhoek ADCG eon parallelogram is. 
____Oppervl. parallelogram ADCG —= CD Xx AR == AD X afstand 
_ der evenwijdige lijnen PQ en MN en daar AR — afstand der 
___evenw. lijnen PQ en MN, heeft men: CD = AD, waaruit 
___ blĳkt, dat parallellogram ADCG eene ruit is. 

__Op analoge wijze kan men bewijzen, dat vierhoek AFEH 
__ook eene ruit is. 4 
Gaat de cirkel door B, dan is er een raaklijn en een ruit. 
Valt B binnen den cirkel, dan is er geen raaklijn en geen ruit. 


b Gevraagd door A en B twee 
andere evenwijdige lijnen te trek- 
ken , die met de beide eerste vor- 
men: een parallelogram met ge- 
geven omtrek. 

Zij de omtrek van het gevraagde 
parallelogram a en de afstand der 
evenwijdige lijnen PQ en MN =d. 

Neem op de lijn MN aan weerszijden van het punt A 





Ô __ stukken AS en AS,, die ieder gelijk zijn aan za. Uit S en 


ig S, beschrijven we als middelpunten met een straal — d cir- 
_ kels. Trek uit B raaklijnen BR en BT aan cirkel Sen raak- 


B _Raaklijn BR snijdt de evenwijdige lijnen PQ en MN in de 
_ punten C en D. Trekken we door A eene lijn evenwijdig 


| gram ADCE aan de vraag. 
_Raaklijn BR, snijdt de evenwijdige lijnen PQ en MN in de 
De Vriend der Wiskunde. X. 18 
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punten F en G Trekken we door A eene lijn evenwijdig aan 
raaklijn BR, die PQ in H snijdt, dan voldoet parallelogram 
AGFH ook aan de vraag. 

Door uit A lijnen evenwijdig aan de raaklijnen BT en BT, 
te trekken, ontstaan er parallelogrammen, waarvan de halve 


omtrek > ; a en waarvan dus de omtrek > a is. Deze paral- 
lelogr. voldoen dus niet aan de vraag. 
Bewijs. Inhoud A CSD = SD X 5 d=CD X ; SR, en daar 


SR =d is, is ook SD =CD. Daar AD +DS =za is, is 


ook AD + CD ee a, derhalve de omtrek van parallelogram 


ADCE = a. 
Op analoge wijze toont men ook aan, dat de omtrek van 
parallelogram AGFH —= a is. 


c. Gevraagd door A en B 2 
andere // lijnen te trekken, die 
met de beide eerste een paral- 
lelogram vormen, waarvan de 
verhouding der zijden gegeven is. 

Zij de verhouding der zijden 
als p:g, de afstand der evenw. 
lijnen PQ en MN = d, dan be- 

schrijven we uit A als middelpunt met stralen — Ee en = 4 


cirkels. We trekken aan den cirkel, welks straal = ze is, 
de raaklijnen BR en BR, , en aan den cirkel, welks straal = 
7 is, de raaklijnen BT en BT,. Door uit A lijnen te trekken 


evenwijdig aan de vier genoemde raaklijnen, ontstaan er 4 
parallelogrammen , waarvan de verhouding der zijden is als p: g. 

Bewijs. Nemen we b.v. parall. ADCE. (BR snijdt PQ in 
C en MN in D.) 


Oppervl parall. ADCE —= AD X d = CD Xx E, waaruit volgt: 
AD :DC =p: g. v. D. War & VERBORGH. 
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1175. Men vraagt zonder de 3e machten te ontwikkelen # op 
te lossen uit: 
(2e — 5)? H- (br — 2) —= 0. 
J. Tu. pe Bruin. 
Oplossing. 

(2 —5)3 J (xr — 2)3 =0. Achtereenvolgens leiden we uit 
deze vergelijking af: (2 — 5)? — (2 — 50)? =0 

(5) (250)| (25)? H(A —5) (2—5e) (2-52)? | —=0 

(Te — 7) (19x? — IIz + 19) =0 
Deze vorm is — O, als een der factoren = 0 is. 


Uit Te — 7 —=0 volgt Tw =7 en z—=l. 
Uit 192? — 1lx 19 —= 0 volgt: 








11 Ee 20 
nr ge =atsl.!f 
® De+tl 0 en z 55 5 35 B 
dus Pi 
IL 213 Il 213 
NR ee ra 
A.G.p.B.; G. H. BarNeverp; ArcuimepDes; v.D. War & Ver. 


Anders. 
Daar (2 — 5)3 + (or — 2)? = 
(22—5)(52—2) | (2a—5)2(2—5) (br —2)H (522): |= 
= (1e —7) (194? —112+-19), is 
(Aa) (192? —11l2-19) =0. Verder als boven. 


1176. Als men van eene opklimmende meetkundige reeks van 
18 termen, de termen optelt bij den eersten te begin- 
nen, en daarbij telkens één overslaat, dan wordt de 
som 105; terwijl 45 tot som wordt gevonden, als men, 
eveneens bij den eersten beginnende, er telkens twee 
overslaat. Bereken hieruit de reden “der reeks en de 
som van alle termen. 


(K. M. A.) (VersLvuys, Alg. II.) À. 
Oplossing. 
Zij de opkl meetk. reeks van achttien termsn: 
GROU ONS PE. vn (Ar ES apt?, 


ajar? Hart Hars J,Harit Jaris =105, 
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rie 1 


of aX rj si... AT 
adars Jar® Jar? Jar!? Harts =45, 
of ax. RE 


Deelt men (I) door (II), dan heeft men : 
„Bie 1D MEE rete et 





Er =j- 
Dus 32 48rJ3=r 7 en 3r? ár 4 =0 
ring, dus rie Virg =i+3 
of r—=2 en = —e Daar de meetk. reeks opklimmend is, 
heeft men alleen / == 2. 
De som van alle termen der reeks —= 4 X Denn 


Uit (D volgt: a X(r!8 —1)=105(r? —1), dus de som 
van alle termen der meetk. reeks = 


ane 
DEED ror D= 105 x3 = 315. 


P. Sissues ; G.H. BarneveLD; v.D War & VERBORGE, 


1177. Los rz op uit de vergelijking : 
oe 0,06 
0,6 * 

(K. M. A.) (VarsLuxs, Alg. IL.) P. 


Oplossing. 


„3 0,06 ; _0,06#0,6* _ #0,36 
BOE TR 06 Ti 


vsloge= 7 1 log 0,36 — log 10 


v3 log « = 3 1 (9,5563025 — 10) —1 
v3 log # — 9,8521008 — 10 — 1 —= 1,1478992 (—) 
Slog 3 + log log « —= 1,1478992 (—) 


log log x = log 1,1478992 (—) he log 3. 
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log 1,1478992 (—) = 0,0599038 (—) 
> log 3 = 0,23856062 
log log x — 9,82134318 — 10 (—) 
log = — 0,66274 == 9,33726 — 10 
xv == 0,2174. 
P. Sisares: G.H. BARNEVELD; v. D. War & VerBorGa. 


1178. Welke geheele positieve waarden voldoen aan de verge- 
lijking : Om + 12y J- 182 == 997. 


(VersLuys, Alg. II, 8 250, 8.) W. S. 
Oplossing. 
Or —= 997 — 12, — 182 
e=199 ej 


v—= 199 —2y — 4z J 2p 
waarin 5p==l—y-g. 
Dus =et1l—5p 
== 19%y— 62} 12p. 
Nemen we z—=l, dan kan p alle waarden krijgen van 0 
tot — 15. Evenzoo z=2 en p van 0 tot — 15 
238 en p „ 0 tot —14 
zz en p „ O tot — 14 
z=5 en p „ 1 tot —13 


280 en p van 6 tot — 1 
2=—=40 en p van 8 tot 4 
z2=50 en p= 10 of 9 
z=5l en p=10 

z—=52 en p =10. 

Opmerkingen. Hierboven kon y uitgedrukt worden in z en p 
of z in y en p Het is verkieslijk het eerste te doen, omdat 
z in de gegeven vergelijking den grootsten coëfficient heeft, 
zoodat het aantal waarden, dat men voor e kan kiezen, min- 
der groot is dan dat van y. Dit geldt van bovenstaande ver- 


gelijking en zou zijn beteekenis verliezen, als in het eerste 
lid bv. een negatieven term voorkwam. 
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Wil men vooraf zien hoe groot z op zijn hoogst kan wezen, 
dan zou men kunnen zeggen, dat x en y ieder minstens 1 
moeten zijn en z dus hoogstens (997 — 5 — 12): 18 of 54. 

Merkt men echter op, dat twee termen van het eerste lid 
deelbaar zijn door 6, terwijl het tweede lid, door 6 gedeeld, 
1 tot rest geeft, dan blijkt, dat voor den eersten term 5x 
slechts zulke veelvouden van 5 kunnen genomen worden, 
dat ze, ook door 6 gedeeld, 1 tot rest geven. Dit geldt voor 
het 5-voud van 5 en dus ook voor het (5 + 6)-voud, het 
(5 +- 2 X6)-voud, enz 

xv moet dus van den vorm 5g +6 zijn en is derhalve min- 
stens 5. Hieruit volgt, dat z hoogstens kan zijn 

(997 —25 —12):18 of 53. 


Voor z == 53 vindt men echter geen oplossing, want sub- 
stitueert men z-— 53 in de gegeven vergelijking, dan wordt ze 
5x + 12, — 43 


en hieraan kan niet voldaan worden. 

Men had ook terstond gebruik kunnen maken van de eigen- 
schap, dat vz van den vorm 6g + 5 moet zijn, en kleiner ge- 
tallen kunnen krijgen door voor z te substitueeren 6q + 5. 
De gegeven vergelijking wordt dan 5g + 2y + 32 —= 162, 

J. VERSLUYS. 


1179, Bepaal de wortels der vierkantsvergeliĳjking : 
ar (3-4-5100. W.S. 


Oplossing. 
gr (3 Vije M=. 
A Den Le en! 
bd EE (Gn) ) —ugsril 


2 
BE (Bat Poles 50 
sta (EE 
2 4 4 4 
EN Rd ON a VA 


Dus: #,=2 3 —1 en ==. 
Arcuimenis; G.H. BARNEVELD; P. SrBBLes; A.G. po. B; 
v.D. War & VERBORGH. 


1180. Los rz op uit: 2 =3 
(Eindex. Gymn.) 


Oplossing. 


Deeg . Men heeft achtereenvolgens : 
3° log 2 = 2° log 3 
zlog3 + log log 2 = z log 2 + log log 3 
z (log 3 — log 2) = log log 3 — log log 2 
_ loglog 3 —log log 2 


ee log 3 — log 2 
log 3 = 0,4771213 log log 3 = 9,6786287 — 10 
log 2 = 0,3010300 log log 2 —= 9,4786098 — 10 
0,1760913 0,2000189 
dk a 0,2000189 
0,1760913 


log # = log 0,2000189 — log 0,1760913 
— (9,3010710 — 10) — (9,2457379 — 10) = 0,0553331 
BE 113088: 
v.p. War & VerBorer; G. H. BARNEVELD; P. SIBBLES; 
A: G.p. B. 


1181. A is aan B f 25000 schuldig en moet daarvan 3,5 °/, 
rente betalen. Als A zijn schuld in 10 jaren in gelijke 
jaarlijksche termijnen wil afdoen, hoeveel moet hij dan 
jaarlijks betalen ? Ed 


Oplossing. 
Zij de termijn, die hij telkens betaalt, f x, dan is de 
contante waarde van de 10 termijnen 
e v 7 x 
= 1085 t 10352 t 1,035 PLH Tog 


ke ae 
T 1,03510 \ 1,035—1 /1,03510 0,035 


280 


log 1,035 = 0,0149403 
10log1,035 «___— 0,149408 
1,03510 _ — 1,4106 
1,035!0—1 — 0,4106. 


De contante waarde der 10 termijnen bedraagt dus 
v 0,4106 _ 11,73x 
1,4106 “0,035 T 1,4106' 
Ook is die contante waarde = f 25000. 


11,73 
Dus 14106 — f 25000 
onz — L#106 Xx 25000 
RAN EELS 


Derh. log z ==log 1,4106 + log 25000 — log 11,73 
log z == 0,149403 —J- 4,39794 — 1,069298 
log # — 3,478045 
«== f 3006,38. 
A moet dus gedurende 10 jaar elk jaar f 3006,38 afdoen. 
P. SrsBLes; A.G.D. B; v.D. War & VERBORGE. 


1182. Los x op uit: ted. | a 
Oplossing 


Het oplossen van deze vergelijking komt neer op het zoeken 
van de 12 twaalfdemachtswortels uit de eenheid. We schrij- 
ven de vergelijking in den vorm z!? —1=0. 

Ontbinden we het eerste lid in factoren, dan vinden we: 
git =(et hl) (et —1) = (wt? HI) (22 +1) —1)(e3 +1) 
={(etH12 322 | (2? H-1) (21) (2 Hr -1) (21) —e tE) 
= (ether BP) (e* a BH) (WH Da Det Haket) 

Ad Jm, 

Stelt men nu achtereenvolgens de verschillende factoren van 

het eerste lid gelijk aan nul, dan vindt men de twaalf wor- 


tels der vergelijking : 
a tar3t-1=0. vEr—1l=0 gt d-1=0 


1 
sr ev (G se rt VE di mj == hi 
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VS —_l+v5 
BE An 
v3i I4rv5 
LE = RES Ee vi = +1 
v3—i | 
tr, = ng npe De Li =—l 


wearin j=V—1. 
Bovenstaande vergelijking is eene exponentiale; er bestaat 


voor haar ook eene goniometrische oplossing. 
E. B, J. Lurink. 


1183. Los z op uit: 
825 J 423 47? HB == 46e? J 460. 
(Grerimanus, Alg. II, 8 39, 13.) EeD: ow. 


Oplossing. 


Schrijven we de verg. in den vorm : 
8x5 — 460% 473 JAT? — 4x J8 —=0. 

Zij verandert niet, als de coëfficienten in omgekeerde volg- 
orde worden genomen. Men noemt haar eene wederkeerige 
vergelijking. Voorts is zij van oneven graad. 

We lossen haar op als volgt. 

Gemakkelijk is in te zien, dat zij een wortel — 1 heeft 
en het eerste lid is dus deelbaar door x# + 1. 

Voeren we de deeling uit, dan vinden we: 

8zt — 54a3 J 101p? — 54e J- 8 =0. 
Hiervoor kunnen we schrijven, beide leden door «#°? deelende: 


1 1 
8 (att) — 54e + =) + 101=0. 
Stellen we hierin zE ns VAN, Ja, 
1 iN 
2 En E A Nid 
edn (245) 22. 
De vergelijking gaat dan over in: 


8(y* —2) — 54y + 101 = 0. 
8y* — 54y 85 = 0. 
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Als wertels van deze vierkantsverg. vindt men : 
y, =4,25 en y, = 2,5. 


Stelt men nu achtereenvolgens x + en 4,25 en z + - =O 
dan vindt men als wortels van deze vergelijkingen 


1 1 
7 Des D= 

De 5 wortels van de gegeven vergelijking zijn derhalve 
— 15; 4; 0,25; 2 en 0,5. 


A. 6. D, Bs D, War & Varsoren; E. B. J. Luirink. 


Or den 


GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 1142—1163 en 1164—1188 zijn ingezonden door : 


A. G. d. B., 1142, 1151, 1152, 1154, 1156, 1157, 1159. 

J. B. Bikker 143 1146, 1151-1155. 

J. Th. de Bruin, 1143 — 1145, 1151, 1152, 1154, 1156, 1157, 
11585, 1159, 1160, 1162, 1163. 

BB: ranke 1143—1:48, 1151, 1152, 1154—1157, 
1159—1161. 

J. F. Sturm, 1143, 1151. 

B. A. Timmer, 1142— 1145, 1147, 1150—1157, 11586, 1159 — 
1163. 

V. d. Wal & Verborgh, 1142—1147, 1149—1163. 

Archimedes , 1164, 1167, 1172, 1175, 1179, 1182. 

G.H. Barneveld, 1166, 1167, 1171—1173, 1175—1177, 1179, 
1180, 1182. 

A Gede B,e 1175 e1 1478110951185: 

E. B. J Luitink, 1182, 11853. 

P. Sibbles, 1164, 1165, 1167, 1168a, 1169, 11704, 1171, 
1172, 1174, 1176—1182, 

V.d. Wal & Verborgh, 1164—1168a, 1169—1172, 1174—1183, 


V. N.! Van no. 322, blz. 170, kwam geene oplossing in. 


Wij vestigen er de aandacht op. 
E. B. J. L.! VersLuvs, Meth. S 52, 12. Zie De Vriend, 


LI, mo. LX: 
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Vergelijkend Examen voor Surnumerair bij ’s Rijks Directe 
Belastingen, Invoerrechten en Aeccijnsen (le gedeelte), 
gehouden 1 en 2 Augustus 1895, 
Schriftelijk. 

Algebra (1!/, uur). 

l en 3. Geplaatst onder no. 1220 en 1219. 

Ê v10—yv8rv6 
2. Herleid 1018 16 
Rekenen (11/, uur). 
1, 2en 3 Geplaatst onder no. 1216, 1217 en 1218. 
Meetkunde (1 uur). 

1. Een trapezium door een lijn, evenwijdig aan de even- 
wijdige zijden, middendoor te deelen. 

2. Te bewijzen, dat de cirkel, die gaat door 2 hoekpun- 
ten en het snijpunt der hoogtelijnen van een A, geliĳk is 
aan den omgeschreven cirkel van dien A. 

Nederlandsche taal (1*/, uur). 

Een opstel over: „Een aanvaring in volle zee” 

Natuurkunde (2 uur) 

1. Een lichaam van 1 KG, drijft in een vloeistof, waar- 
van het soortelijk gewicht — 0,8 is, en wel zóó, dat 10 cM? 
van het lichaam boven water uitsteekt, alles bij 0° C. Hoe- 
veel calorieën zijn er noodig om het lichaam te verwarmen 


tot de temperatuur, waarbij het zweeft in de vloeistof, die 
dan tot dezelfde temperatuur is verwarmd geworden. 


De uitzettingscoëfficient van het lichaam is 12600’ de soor- 
telijke warmte ervan == 0,1. De uitz. coöff. der vloeistof 
1 
_ 6250’ 


2. Geef een beknopte beschrijving van de werking der 
dynamomachine. 


Voorts eenige vertaaloefeningen uit Fransch, Engelsch en 
Duitsch. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1896 franco 


1201. 


1202. 


1208. 


1204. 


bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


Verlengt men twee overstaande zijden van een koorden- 
vierhoek tot zij elkander in E snijden, en trekt men 
uit B eene lijn EF, parallel aan de eene diagonaal tot 
zij de andere in F ontmoet, dan is EF gelijk de raak- 
lijk uit F aan den cirkel te trekken. EGeR. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 10.) 

Trekt men in een cirkel een vierhoek ABCD en eene 
koorde KG // AB, die DC in F, de diagonalen BD en 
AC in H en L snijdt, dan zal FG:FH == FL: EK, 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 12.) EGER. 
Trekt men in een willekeurigen A ABC de loodlijn AH, 
de mediaan AD, de bissectrix AF en op deze de lood- 
lijnen BK en CL, dan liggen de punten H,K,D, L 
op den omtrek van een cirkel. Bewijs dit. 

(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 15.) EGER. 
Welke zijn de wortels uit de wederkeerige vergelijking : 


18027 —21326 27725 J-24Art 2443 H-2772? 21341800. 


1205. 


1206. 


1207. 


1208. 


(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 786.) EGrr 
Van een gegeven driehoek is bekend, dat zijne zijden 
buitenbisseetrices zijn van een anderen driehoek. Con- 
strueer dien tweeden driehoek en bereken zijije zijden, 
als die des eersten gegeven zijn. Ecer. 
Aan welke voorwaarden moeten de termen mm, ”, pen q 
der evenredigheid m:n=p:g voldoen, opdat 

log m:logn =logp:logg ? oen 
Trek in een A ABC eene rechte DE // AB, zóó dat 
van A CDE en vierhoek ABED oppervlak en omtrek 
gelijk zijn. ie 
Verbindt men een willekeurig punt P van een cirkel- 
omtrek met de hoekpunten van een ingeschreven regel- 
matigen \ ABC, dan is PA? + PB? + PC? = 6r?, 
(G. Surrs, Meetk, Vrgst. no. 1030.) A. G. D, B. 


1209. 


1210. 


1211. 


1212 


1218. 


1214. 


1215. 


1216. 


285 


Door het midden M der basis BC van een geliĳjkbee- 
nigen A ABC wordt eene rechte DE getrokken , die 
het verlengde van AB in D en AC in E ontmoet. 
Vergelijk de lengte dezer lijn met die der basis. 

Welk getal is bedoeld met : 


num, log be Nog (a J-b) — log (a —D)/ | 


(Eindex. H B S Ned.-Indië, 1895.) 
Los x op uit de wederkeerige vergelijking : 


otd ljat Bat Hij 10. 


(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 


(16 4-67) À — (16 — 617), 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 
Uit de hoekpunten van een regelmatigen vijfhoek, 
wiens zijde — 1 is, zijn met stralen van 0,5 cirkels be- 
schreven. Bereken het door die cirkels begrensde oppervlak. 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 
Laat men in een cirkel uit een punt eener koorde een 
loodlijn op een willekeurige middellijn neer, dan is het 
quadraat van die loodlijn gelijk aan het product van 
de stukken op die middellijn, verminderd met het pro- 
duet van de stukken op de koorde. 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 
Er zijn 2 vaten wijn A en B In A zijn 60, in B 
48 L. Men tapt 12 L uit A in B en daarna 16 L. 
uit B in A, waarna de prijs van den wijn in A 75 
en van dien in B 63 et. den L. is. Wat waren de 
prijzen van den wijn vóór de vermenging? Reken- 
kundig oplossen. 
(J. M. Trien, Rekensleutel, I, $ 8, 10.) 
Iemand heeft waren gekocht voor f 48. Verkoopt hij 
ze à 70 ects. het KG. dan wint hij 4 maal meer dan 
hij verloren zou heeben, als hij 1 KG. à 58 cts. had 
verkocht. Hoe groot is de partij? Mek. oplossen. 
(Verg. ex. Surn, Dir. Bel. 1895, Rekenkunde.) 
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1217, Een rentenier zet een kapitaal 10 maanden uit. as hij 
het à 2°/, minder uitgezet, dan had hij in 1e jaar 


denzelfden intrest ontvangen. Had hij het à 1 °/, 
minder uitgezet per jaar, dan had hij in dezen tijd 
f_ 100 ontvangen. Hoe groot is het kapitaal? Rek. opl. 
(Verg. ex Surn. Dir. Bel. 1895. Rek.) 

1218. Aan een werk arbeidt A eerst 4, daarna B 5 dagen. 


Ee Gi 5 
De rest, zijnde go Ten het werk, kunnen ze samen in 


1 dag afmaken. In hoeveel dagen kan elk het werk _ 
alleen doen ? Rek. opl. 
(Verg. ex. Surn. Dir. Bel. 1895 Rek.) 

1219, Een diligence kan in zekeren tijd een weg AB afleggen. 
Een 2de wagen, die in 4 uur 1 Geogr. mijl minder 
aflegt, doet over den weg 4 uur meer. Een 3de wagen, 


die in 3 uur 15 G. mijl meer dan den 2den aflegt , 


doet over den weg 7 uur minder dan deze. Gevraagd: 
de weg, en de tijden, die de wagens noodig hebben, 
om hem af te leggen. 
(Verg. ex. Surn. Dir. Bel, 1895. Alg.) 

1220. Bereken « uit: 


el ED Ozdorbe en 
(Verg, ex. Surn. Dir. Bel. 1895. Alg.) 
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